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摘　要：探讨了广义 Birkhoff 系统分数阶最优控制问题的 Noether 定理。首先，基于 Caputo 分数阶导数

提出广义 Birkhoff 系统的分数阶最优控制问题，并运用分数阶变分方法得到了广义 Birkhoff 系统的分数阶最

优控制问题的极值条件。然后，运用分数阶微积分和分数阶变分方法讨论了泛函在无穷小变换群作用下的不

变性，分别给出了其时间不变和时间变化情况下的分数阶最优控制问题的 Noether 定理。最后，应用实例显

示方法的有效性。
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Abstract：An research has been made of the Noether theorem for fractional order optimal control problems of 
generalized Birkhoff systems. Firstly, based on Caputo fractional derivative, fractional optimal control problems have 
been proposed for generalized Birkhoff systems, thus obtaining the extremum conditions for fractional optimal control 
problems of generalized Birkhoff systems by using fractional calculus and fractional variations. Then, an investigation 
is made of the invariance of functionals under the action of infinitesimal transformation groups by adopting fractional 
calculus and variational methods, thus providing the Noether theorem for fractional optimal control problems under time 
invariant and time variation conditions, respectively. Finally, application examples are given to verify the effectiveness 
of the proposed method.
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1 研究背景

分数阶微积分是传统微积分的一个扩展，主要研

究分数阶导数和分数阶积分。分数阶微积分与经典

微分方程理论相结合，产生了分数阶微分方程理论；

分数阶微积分与经典变分学相结合，产生了分数阶

变分学。分数阶变分学在力学、物理学和工程问题

中得到了广泛应用，为描述物理现象提供了更加精

确的数学模型 [1]。F. Riewe[2-3]、O. P. Agrawal[4]、T. M. 
Atanacković[5]、A. R. El-Nabulsi[6] 等对分数阶变分问

题进行了深入研究。分数阶微积分、分数阶微分方程

理论和分数阶变分学为分数阶系统控制理论的研究

提供了数学基础。解决分数阶控制问题时，往往是

把所研究的控制系统设定为分数阶系统，然后用分

数阶微分方程对其建模。用分数阶微分方程描述能

够更合理、更准确地反映系统的动态特性。Noether
定理将对称性、不变性和物理的守恒律联系在一起。

分数阶 Noether 定理是分数阶变分学和分数阶系统控

制理论中非常重要的结论之一 [7]。 G. S. C. Frederico
和 D. F. M. Torres 最早开展了关于分数阶不变性与守

恒量的研究 [8-12]。他们研究了分数阶 Lagrange 系统，

并且在时间不变和时间变化的无限小变换群下建立

了相应的分数阶 Noether 理论 [8-11]。在此基础上，他

们又研究了分数阶 Hamilton 系统，建立了相应的分

数阶 Noether 理论 [12]。 
近年来，Birkhoff 系统动力学已经成为数学领

域和力学领域中一个非常重要的研究方向。Zhang 
H. B. 等 [13] 研究了分数阶 Birkhoff 系统的 Noether 定
理。Jia Q. L. 等 [14] 研究了分数阶受迫 Birkhoff 系统

的 Noether 理论。Zhai X. H. 等 [15-17] 研究了含时滞的

分数阶 Birkhoff 系统和时间尺度上的 Birkhoff 系统的

对称性和守恒量。广义 Birkhoff 系统是一类广泛的动

力学系统 [18]，广义 Birkhoff 方程不仅容易实现，且

具有更多的“自由度”。对广义 Birkhoff 系统动力学

研究具有一定的理论意义和应用价值。因此，本文拟

基于 Caputo 分数阶导数，提出广义 Birkhoff 系统的

分数阶最优控制问题，探讨广义 Birkhoff 系统的分数

阶最优控制问题的极值条件，并研究该分数阶最优控

制问题的 Noether 定理。

2 广义 Birkhoff 系统的分数阶最优控
制问题

假设 M 是一个 2n 维的位形空间，对于固定的时

间区间 [0, T]，定义路径空间 P(M) 为

      ，

其中 为 Birkhoff 变量，C2(M) 为向

量空间。基于该路径空间 P(M)，广义 Pfaff-Birkhoff
原理 [18] 可表述为如下形式：

    ，（1）

式中：B(t, a) 为 Birkhoff 函数；Rv(t, a) 为 Birkhoff 函

数组；δ 为变分；Λv 为对应 av 的广义力。

由广义 Pfaff-Birkhoff 原理，可以得到如下广义

Birkhoff 方程 [18]：

      ，    （2）

式中 μ=1, 2, …, 2n。
基于 Caputo 分数阶导数 [4]，本文研究如下广义

Birkhoff 系统的分数阶最优控制问题：求泛函

            （3）

在分数阶微分方程

                                    （4）

约束下的极值，其中 为 Birkhoff 变量，

并满足如下边界条件：

    。        （5）

式（3）~（5）中： 为 α 阶 Caputo 左导数，且

0<α≤1； ，其中 为广

义力， ，函数 G 和 Rv 是其变量的 C2

类函数。

注释 1 如果 Λ=0，则该广义 Birkhoff 系统的分

数阶最优控制问题转化为 Birkhoff 系统的分数阶最优

控制问题；如果 Λ=0，α=1，则转化为 Birkhoff 系统

的整数阶最优控制问题。

定义 1 式（4）称为分数阶最优控制问题（3）
（4）的分数阶控制方程，一个满足分数阶控制方程（4）
的容许二元组 (a(·), u(·)) 称为分数阶最优控制问题（3）
（4）的一个过程。

由拉格朗日乘数法，求泛函（3）在约束条件（4）
下的极值等价于求泛函

          （6）

的极值，其中

    。       （7）
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计算泛函（6）的变分，可得

  
。    （8）

式中： 为 α 阶 Riemann-Liouville 右导数 [1]； iH 为

函数 H 关于它的第 i 个变量的偏导数，i=1, 2, 3, 4。 

由 δS = 0，可得如下命题 1。
命题 1 若 (a(·), u(·)) 为分数阶最优控制问题（3）

（4）的一个过程，则存在向量函数 p(·)，使得对所

有 t ∈ [t1, t1]，三元组 (a(·), u(·), p(·)) 满足如下条件：

1）Hamilton 方程

                 （9）

2）平衡条件

              ；             （10）
3）横截条件

                      。                     （11）

定义 2 满足命题 1 的三元组 (a(·), u(·), p(·)) 称
为分数阶最优控制问题（3）（4）的庞特里亚金极值。 

3 分数阶最优控制问题的Noether定理

定义 3 在含参数 ε 的无穷小变换群

                  （12）

作用下，如果对任意的 [T1, T2] [t1, t2]，都有

  

                                                                                  （13）
成立，则称泛函（6）在无穷小变换群（12）作用下

是不变的。

如果时间不发生改变，则式（12）变成

                  （14）

定义 4[1] 为一个分数阶的守

恒量，当且仅当对某一个 m∈N和一些函数 Ci
1，Ci

2，

i=1, 2, …, m，可将 写成如下形式：

        ，          （15）

其中任意一组

i=1, 2, …, 
m，沿着分数阶庞特里亚金极值有

，

                                                                                  （16）
式中，ji

1=1,  j i2=2 （或 ji
1=2,  j i2=1）。

命题 2 若泛函（6）在含参数 ε 的无穷小变换

群（14）之下是不变的，则

                          （17）

是分数阶最优控制问题（3）（4）的分数阶守恒量。

证明 由于泛函（6）在含参数 ε 的无穷小变换

群（14）之下是不变的，根据积分区间的任意性，可

以得到

  
。

                                                                                  
（18）

经计算，可得

      

其中 Γ 是 Euler Gamma 函数，故

     

由 Caputo 分数阶导数的定义和性质 [1]，上式等价于

。

由命题 1，可得

   ，

于是有 。

由定义 4，可得守恒量（17）。

命题 3 若泛函（6）在含参数 ε 的无穷小变换

群（12）之下是不变的，则

         
（19）

是分数阶最优控制问题（3）（4）的分数阶守恒量。
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证明 该命题的证明方法与文献 [14] 中命题 4
的证明方法类似，本文从略。

注释 2 命题 3 给出了广义 Birkhoff 系统的分

数阶最优控制问题的 Noether 定理。如果 Λ=0，则

该 Noether 定理就转化为 Birkhoff 系统的分数阶最

优控制问题的 Noether 定理；如果 Λ=0，α=1，则该

Noether 定理就转化为 Birkhoff 系统的整数阶最优控

制问题的 Noether 定理。

4 算例

例 1 考虑如下分数阶最优控制问题 [7]：求积分

泛函

                    （20）

在分数阶微分方程

                                             （21）

约束下的最优控制问题，初始条件为 a(t1)=at1，其中，

           

                 

                     ，

          。

由拉格朗日乘数法，求泛函（20）在约束条件（21）
下的极值，等价于求泛函

                                                                                  （22）
的极值，其中

    。（23）

由命题 3 可得，若泛函（22）在含参数 ε 的无穷

小变换群（12）之下是不变的，则

      
（24）

是分数阶最优控制问题（20）（21）的分数阶守恒量。

1）若取 τ = 0，ξ1 = (-1, 0, 0, 0)，ρ = 0，ζ = 0，
则泛函（22）在无穷小变换群（12）作用下是不变的，

可得守恒量 。

2）若取 τ = 0，ξ2= ( 0, -1, 0, 0)，ρ = 0，ζ = 0，
则泛函（22）在无穷小变换群（12）作用下是不变的，

可得守恒量 。

3）若取 τ = 0，ξ3=( -1, -1, 0, 0)，ρ = 0，ζ = 0，
则泛函（22）在无穷小变换群（12）作用下是不变的，

可得守恒量 。

注释 3 在实际应用中，当一个力学系统或物理

系统转化成广义 Birkhoff 系统时，就可以研究该系统

对应的分数阶最优控制问题，并且运用本文的方法

可分析其对称性和守恒量。该算例的结果与文献 [18]
中的结论相吻合。

5 结语

本文研究了广义 Birkhoff 系统的分数阶最优控

制问题，运用分数阶变分方法得到该分数阶最优控

制问题的极值条件，并运用分数阶微积分和分数阶

变分方法得到了该分数阶最优控制问题的 Noether 定
理。本研究中，如果 Λ=0，就得到 Birkhoff 系统的

分数阶最优控制问题的极值条件和 Noether 定理；

如果 Λ=0，α=1，就得到 Birkhoff 系统的整数阶最优

控制问题的极值条件和 Noether 定理。本文的结论包

含了 Birkhoff 系统的分数阶最优控制问题的情形和

Birkhoff 系统的整数阶最优控制问题的情形，具有一

定的普遍性。

迄今为止，国内外关于广义 Birkhoff 系统的最优

控制理论方面的研究结果较少，本文运用分数阶变

分的方法对广义 Birkhoff 系统的分数阶最优控制问题

进行了一定的探索，所得结果对于广义 Birkhoff 系统

的最优控制理论方面的研究，具有重要的理论价值。

在实际应用中，当一个力学系统或物理系统转化成广

义 Birkhoff 系统时，就可以研究该系统对应的分数阶

最优控制问题，并且运用本文的方法分析其对称性和

守恒量。
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