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摘　要：针对含有时变时滞的 T-S 模糊系统进行稳定性分析。首先，利用线积分李雅普诺夫函数和增广

李雅普诺夫泛函方法，构造一个包含更多有效信息的李雅普诺夫泛函，使增广向量中不仅包含了双重积分，

还包括含时滞乘积项的双重积分。然后，采用一种估计精度更高的广义自由权矩阵不等式方法对泛函导数中

的积分项进行界定，从而得到了保守性更小的稳定性判据。接着，对所得到的稳定性条件通过三阶矩阵不等

式判定方法转化为线性矩阵不等式的形式。最后，采用两个数值算例验证所提出的稳定性判据的优势。
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Stability Analysis of T-S Fuzzy Systems with Time-Varying Delay Based on 
Augmented Lyapunov Functional
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Abstract：An analysis has been made of the stability of T-S fuzzy systems with a time-varying delay. Firstly, 
by using the line integral Lyapunov function as well as the augmented Lyapunov functional method, a Lyapunov 
functional with more effective information is constructed, so as to make it possible that the augmented vector includes 
not only double integrals, but also time-delay product double integrals. Secondly, a generalized free weight matrix 
inequality method with a higher estimation accuracy is adopted to define the integral term in the functional derivative, 
thus obtaining a less conservative stability criterion. Then, the stability conditions are transformed into linear matrix 
inequalities by the third order matrix inequalities. Finally, a verification of the advantages of the proposed stability 
criterion can be achieved by providing two numerical examples.
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1 研究背景 
近几十年来，T-S 模糊模型得到了学者们的广泛

研究，这是因为它通过将局部线性模型与模糊隶属

函数相结合，可以有效地描述非线性系统 [1]。众所周

知，T-S 模糊系统不可避免地会存在时滞现象，而时

滞的存在可能会导致系统性能恶化或者不稳定，而系

统的稳定性是保证控制系统正常运行的基石 [2-6]。因

此，对 T-S 模糊系统中的时滞问题进行研究显得至关

重要。

虽然对系统进行稳定性分析的方法有很多，但是

能够有效地应用于线性、非线性、时不变和时变系统

的方法只有李雅普诺夫泛函方法。基于该方法分析时

滞系统的稳定性问题时，其首要任务是选择合适的李

雅普诺夫泛函。常见的李雅普诺夫泛函构造方法包括

增广李雅普诺夫泛函法 [7]、时滞分段李雅普诺夫泛函

法 [8]，以及时滞乘积型李雅普诺夫泛函法 [9]。其次，

需要对李雅普诺夫泛函求导后产生的积分项进行准

确地估计。比较有效且流行的估计方法是积分不等

式法，常用积分不等式主要包括 Jensen 不等式 [10]、

Writinger 不等式 [11]、Bessel-Legendre 不等式 [12]、自

由权矩阵积分不等式 [13]。目前，这些方法已被应用

到时滞 T-S 模糊系统的研究中。例如，文献 [14] 采
用了增广李雅普诺夫泛函方法与线积分李雅普诺夫

函数的方法，研究了时变时滞 T-S 模糊系统的稳定性

和镇定性问题，但是对泛函求导后的积分项进行估计

时，仍然使用了具有一定保守性的 Writinger 不等式。

文献 [15] 在李雅普诺夫泛函中引入了时滞乘积项，

并且运用了改进逆凸不等式方法，放宽了泛函的正定

条件。文献 [16] 采用二阶时滞乘积方法，在泛函中

引入了二阶时滞乘积项，使构造的李雅普诺夫泛函包

含更多的有效信息。由此可见，一个合适的李雅普诺

夫泛函直接影响着系统稳定性判据的保守性。

综上所述，本文拟对时变时滞 T-S 模糊系统进行

稳定性研究。为了得到较小保守性的稳定性判据，首

先，利用增广李雅普诺夫泛函方法与线积分李雅普诺

夫函数，构造一个能捕捉到更加有效时滞信息的泛

函。然后，运用估计精度更高的广义自由权矩阵积分

不等式方法处理由李雅普诺夫泛函求导后产生的积

分项，从而得到了一个保守性更低的三阶时滞依赖的

稳定条件。最后，通过三阶矩阵多项式的判定方法，

将此稳定条件转化为线性矩阵不等式的形式。

整文采用如下标号，Rn 表示实数域的 n 维向量

空间；Rn×m 和 Sn 分别表示 n×m 维实矩阵和 n×n 对

称矩阵；上标‘T’和‘-1’分别表示矩阵的转置和逆；

diag{} 表示对角阵；0 表示具有适当维数的零矩阵； 
* 表示矩阵中的对称项；Sym{A}=A+AT。

2 问题描述

考虑一个具有时滞的非线性系统，该系统可以用

以下带有 IF-THEN 规则的时滞 T-S 模糊模型描述。

Rule i: IF J1(t) is and … and Jn(t) is ， 
THEN

          （1）

其中：x(t)∈Rn 为系统的当前状态；J1(t), J2(t), …, 
Jn(t) 为输入状态变量；Ai、Bi∈Rn 为具有合适维度的

系统矩阵； 为第 i 条规则中关于 Jj(t) 的第 αij 个模
糊集。比如：αij=β 表示在第 i 条规则中关于 Jj(t) 的第

β 个模糊集 M βj 被使用。i={1, 2, …, r}；ψ(t) 为系统的

初始条件，时变时滞 h(t) 是连续可微函数，并且满足

            。             （2）
因此，T-S 模糊时滞系统模型可以进一步描述为

     （3）

式中： ；其中 vij(Ji(t)) 为 Jj(t)

属于模糊集合 的隶属度；标准化的隶属度函数

， 满 足 ， 并 且

ρi(J(t)) ≥ 0。
本文研究时变时滞 T-S 模糊系统的稳定性问题，

主要目标是提出一个较小保守性的稳定性判据。在得

出主要结果之前，先给出以下引理。

引理 1[17] 对于一个正定矩阵 M∈Rn，可导函数

x(·)∈[α1, α2] → Rn，存在矩阵 N∈R3n×4n 能使得下列不

等式成立：

 

式中：
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    ；

                  ；

  。

引理 2[18] 对于一个给定的三次函 g(y)=a3 y
3+a2 

y2+ a1 y+a0，a3、a2、a1、a0 ∈Sp，如果存在矩阵 D1、

D2 ∈Rp×p 使得下列不等式成立：

则有 g(y)<0 对于任意的 y ∈[y1, y2] 都成立。

3 主要结论  
为了简化推导过程，定义以下符号。

                         ；

    

   

   
              

        

     

                 

      

    

基于本文所构造的李雅普诺夫泛函可以得到了

以下稳定性判据：

定理 1 对于给定的 、μ1 和 μ2，如果存在正定

矩阵 Ri∈Sn，W∈S9n，P1、P2 ∈S2n，Q1、Q2∈Sn 和矩阵

N1、N2 ∈R3n×9n，F ik1、F ik2 ∈R9n×9n，使得 0 ≤ h(t) ≤
和 µ1 ≤ (t) ≤ µ2 时，对于所有的 i={1, 2, …, r} 和

k={1, 2} 有下列不等式成立：

                 （4）

        （5）

则模糊系统（3）在时滞条件（2）下是渐近稳定的。

式中： ；

 

其中：

；

；

  ；

  ；

  

；

。

证明 首先，构造如下李雅普诺夫泛函：

        。

其中：

；

  ；
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式中：Γ(0, x) 为从原点到当前状态的路径；(·) 为向

量内积；φ 为积分向量；dφ 为无穷小位移向量；被

积函数 f(x(t))=Rix(t)。
更多关于线积分 Va(t) 的细节见文献 [19]。
对泛函 V(t) 求导可得：

  

对于 V(t) 中的积分项，使用引理 1 可得

   

（6）

　　应用不等式（6）， 可以进一步处理为

其中 、σ ={0, 1, 2, 3} 定义在定理 1 中。
应用引理 2 和 Schur 补引理可得，若线性矩阵不

等式（4）~（5）成立，则有 ≤ 0。因此时滞 T-S
模糊系统（3）在时滞条件（2）下是渐近稳定的，证

明完毕。

注释 定理 1 是基于一个新颖的李雅普诺夫泛函 
V(t) 获得的。V(t) 中的线积分李雅普诺夫函数 Va(t) 和
增广李雅普诺夫函数 Vb(t)，对降低稳定性判据保守

性起到了一定的作用。这是因为 Va(t) 在不同的模糊

规则下考虑了不同的李雅普诺夫矩阵 Ri，Vb(t) 的增

广向量中不仅考虑了双重积分 κ3(t)、κ4(t)，还考虑了

双重积分项 h(t)κ3(t)、( -h(t))κ4(t)，这使得更多的

交叉项时滞信息被考虑进李雅普诺夫泛函。

为了说明线积分李雅普诺夫函数 Va(t) 和增广

李雅普诺夫函数 Vb(t) 的优势，将 Va(t) 和 1(t) 中的

h(t)κ3(t)、(( -h(t))κ4(t) 去除，可得到如下推论。

推论 1 对于给定的 、μ1 和 μ2，如果存在矩阵

W∈S7n，P1、P2∈S2n，Q1、Q2∈Sn 和 N1、N2∈R3n×9n，

使得 0 ≤ h(t) ≤ 和 µ1 ≤ (t) ≤ µ2 时，对于所有

的 i={1, 2, …, r} 和 k={1, 2} 有下列不等式成立：

             ；                     （7）

    ，           （8）

则模糊系统（3）在时滞条件（2）下是渐近稳定的。

其中：

 

；

；

；

4 数值实例

本节中，将提供两个数值实例来验证所使用方法

的优越性和有效性。

例 1 考虑带有以下系统矩阵的系统（3）：

       

         。

对于不同的时滞导数上界 µ=µ1=-µ2，表 1 列出

了基于定理 1、推论 1 和其他现有稳定性判据所得到

的最大允许时滞上界 ，其结果如表 1 所示。

从表 1 可以看出，定理 1 计算出的最大时滞允许

表 1 例 1 中不同 μ 下得到的最大时滞允许上界

Table 1 Maximum allowable upper bound of delays with 
different μ values in example 1

方法

文献 [20]
文献 [21]
文献 [22]
文献 [14]
文献 [23]
定理 1
推论 1

0
4.353 9

4.37
4.42

5.582 6
5.639 8
5.689 7
4.420 3

0.1
3.551 8

3.41
3.42

4.204 4
4.351 5
4.518 4
3.624 6

0.50
2.320 4

1.95
2.02

2.068 5
2.747 6
2.925 3
2.370 8

μ
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上界最大，这说明本文提出的稳定性判据具有较小的

保守性。通过比较定理 1 和推论 1 的数值结果可与

看出，基于定理 1 所得到的最大允许时滞上界更大，

这说明了本文引入的线积分李雅普诺夫函数 Va(t) 和
增广李雅普诺夫函数 Vb(t) 有利于降低稳定性判据的

保守性。

例 2 考虑带有下列系统矩阵的系统（3）：

   

表 2 列出了通过各种方法计算出的最大允许

延迟上界。不难看出，对于不同的时滞上界导数

μ=μ1=-μ2，基于定理 1 所得到的最大允许时滞上界高

于其它的稳定性判据，这再次说明本文所提出的方法

且具有一定的优越性。

5 结语

采用李雅普诺夫理论对含有时变时滞的 T-S 模糊

系统进行稳定性分析。通过构造一个包含更多时滞有

效信息的李雅普诺夫泛函，并结合估计精度更高的广

义自由权矩阵积分不等式，得到了一个新的保守性更

低的稳定性判据。再利用三阶矩阵不等式方法将其转

化为线性矩阵不等式的形式。最后，通过两个实例验

证了本文方法的优越性。
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