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摘　要：讨论了一类二阶非线性微分系统多点边值问题正解的存在性，通过计算得到该问题的 Green 函

数及其性质，利用锥不动点定理，得到了该问题正解的存在性充分条件，同时给出具体的数值实例验证了所

得结果的可行性。
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Existence Proof of Positive Solutions to Multi-Point Boundary Value Problems for 
a Second-Order Differential System
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Abstract：An inquiry has been made into the existence of positive solutions for a class of second-order nonlinear 
differential systems with multi-point boundary value problems, thus obtaining the Green function and its properties by 
calculation. The sufficient conditions for the existence of positive solutions of the problems can be obtained by using the 
fixed point theorem, followed up with a given numerical example to verify the feasibility of the results.
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1 研究背景 
许多物理现象和几何问题可以由一个或一组非

线性微分方程来描述，这类方程解的存在性和多解

性等深受学者们关注。 20 世纪以来，泛函分析理论

得到飞速发展，这为常微分方程边值问题的发展提

供了研究的理论基础；同时，随着科学技术的发展，

各类边缘科学开始产生和发展，而微分方程边值可以

很好地用于解决这些实际问题，从而也进一步促进了

微分方程边值问题的发展，使微分方程边值问题在以

往的基础之上，形成了许多新的研究方向 [1]。

利用锥不动点定理，并结合 Green 函数的性质，

文献 [2] 讨论了如下一类二阶非线性三点边值问题
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至少存在一个正解的条件。

当非线性项 f 满足超线性增长或次线性增长的条

件时，文献 [3] 研究了如下一类非线性二阶 m 点边值

问题

        

正解的存在性，其中 ， 为满足

的常数。

受文献 [4-7] 的启发，本文运用锥不动点定理讨

论如下一类二阶微分系统多点边值问题：

            （1）

通过计算得到该问题的 Green 函数及其性质，然

后利用锥不动点定理，得到了该问题正解的存在性充

分条件，同时给出具体的数值实例验证所得结果的可

行性。

2 预备引理

引理 1 假设 0<ξ1<…<ξp<1，ai∈R，i=1, 2, …, p，

，y(t)∈C[0, 1]，则边值问题

                     （2）

有唯一解，且可表示为

        

通过计算，可以得到引理 2（具体证明过程从略）。

引理 2 边值问题（2）的 Green 函数为

            ，

其中

                            （3）

引理 3 式（3）所给出的函数 g(t, s) 具有以下

性质：

i）g(t, s) 在 [0,1]×[0,1] 上非负连续；

ii）g(t, s) ≤ g(s, s)， ；

iii）对 ，s∈[0,1]，有

              。

证明 i）由 g(t, s) 的定义可知，g(t, s) 在 [0,1]×
[0, 1] 上显然连续。 当 0 ≤ s ≤ t ≤ 1 时，s(1-t)>0；

当 0 ≤ t ≤ s ≤ 1 时，s(1-t)>0。所以对于 ，
有 g(t, s)>0。

ii）固定 s，可知当 t=s 时，g(t, s) 取得最大值，

所以对 ×[0,1]，有 g(t, s) ≤ g(s, s)。
iii） 当 0 ≤ s ≤ t ≤ 1 时， 有 g ′(t, s)=-s<0；

当 0 ≤ t ≤ s ≤ 1 时， 有 g ′(t, s)=1-s>0。 从 而 对

，s∈[0,1]，有        

                          

又因为 cg(s, s)=cs(1-s)，故

                    。          
根据引理 3 和函数 G1(t, s) 的表达式，通过计算，

可以得到引理 4。

引 理 4 假 设 ，

，0<ξ1<ξ2<…<ξp<1，则格林函数 G1 具有以

下性质：

i）G1(t, s) ≤ J1(s)， ，其中

    ，s∈[0,1]。

ii）对 ，有

 。

类似地可以给出边值问题

          

的 Green 函数为

                       

并且 G2 具有以下性质：

i）G2(t, s) ≤ J2(s)， ， 其 中

，s∈[0,1]。

ii）对 ，有

。
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为得到主要结果，先给出引理 5。
引理 5[8] 设 E 是 Banach 空间，K∈E 是 E 中的锥，

假设 Ω1, Ω2 是 E 中的有界开集，θ∈Ω1， ，又

设 全连续。 则 Φ在

中至少存在一个不动点，如果以下任意一个条件

满足：

i）如果 ， 并且 ，

；

ii）如果 ， 并且 ，

。

3 主要结论及其证明

先作如下假设：

H1）0<ξ1<ξ2<…<ξp<1，ai ≥ 0(i=1, 2, …, p)，0<η1<

η2<…<ηq<1，bi ≥ 0(i=1, 2,…, q)， ，

；

H2）f (t, u, v)，g (t, u, v) 关于 (t, u, v) 在 [0, 1]×[0, 
+∞)×[0, +∞) 上非负连续。

定 义： ；

。

记 Banach 空 间 为 X=C[0, T] 的 范 数 为

，则空间 E=X×X 的范数为

。设映射 T1, T2:E → X，映射 Q:E → E 其中

      ；

      ；                    

               。

则边值问题（1）的解即为映射 Q 的不动点。

定义锥 K∈E 为

    

其中 。
易证 Q:K → K 全连续。记

           ， ，

          ， 。

其中 J1, J2 如引理 4 中所给出。

当 ，对任意的 α1, α2 ≥ 0，
α′1, α′2 ≥ 0，满足 α1+α2=1，α′1+α′2=1。

定义：

        ，

              。

定 理 1 假 设 H1、H2 成 立， ，α1, 
α2 ≥ 0，α′1, α′2 ≥ 0，并且 α1+α2=1，α′1+α′2=1，则：

a1）如果 f s
0=0， ，L3<L4′，对

任意 ， ，边值问题（1）至少存
在一个正解；

a2）如果 gs
0=0， ，L1<L2′，对

任意 ， ，边值问题（1）至少存
在一个正解；

a3）如果 f s
0=gs

0=0， ，对任意

， ，边值问题（1）至少存在
一个正解；

a4）如果 ， 或者 ，

或者 ， ，对

任意 ， ，边值问题（1）至少存在
一个正解；

a5） 如 果 f s
0=0， ， 或 者

f s
0=0， ， 或者 f s

0=0， ，

，对任意 ， ，边值问题（1）
至少存在一个正解；

a6） 如 果 gs
0=0， ， 或 者

gs
0=0， ， 或者 gs

0=0， ，

，对任意 ， ，边值问题（1）
至少存在一个正解；

a7） 如 果 f s
0=gs

0=0， ， 或 者

fs0=gs
0=0， ， 或者 fs0=gs

0=0， ，

对任意 ， ，边值问题（1）至少存
在一个正解。

结论 a1~a7 的证明过程相似，故仅以结论 a6（即

若 gs
0=0， ，对任意 ， ，边值

问题（1）至少存在一个正解）为例给出证明。

证明 由于 H1、H2 成立，并且

             ，

          

可知，存在 R1>0，当 u, v∈ R+，0 ≤ u+v ≤ R1 时，

对 任 意 t∈[0,1]， 有 ，

。

设 ， 则 对
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，有 ，并且 ，从而对所
有 t∈[0,1]，有

                        。
由引理 4 可知

    

即有

                   。

同理有

，

即有 。所以对于任意

，有

        。
再由 H1、H2 成立，且

         ，

      

可知，存在 R2′>0，当 u, v>0 并且 u+v ≥ R2′时，对任

意 t∈[0,1] 有

 。

设 ， 其 中

，则对任意 ，有

并且 ，以及

   。

由引理 4 可知

   

即有 。

同理有 。

故对于任意的 ，有

    ，

即 。

综上所述，由引理 5 可知，当 时，

映射 Q 在 上存在一个不动点

为边值问题（1）的一个正解。证毕。

当 ，β1, β2>0，β1′, β2′>0，其

中 β1+β2=1，β1′+β2′=1，定义：

           ，

             。

定 理 2 假 设 H1、H2 成 立， ，β1, 
β2 ≥ 0，β1′, β2′≥ 0，并且 β1+β2=1，β1′+β2′=1，则：

b1）如果 ，I1<I2′，对任

意 ， ，边值问题（1）至少存在

一个正解；

b2）如果 ，I3<I4′，对任

意 ， ，边值问题（1）至少存在

一个正解；

b3） 如 果 ， 对 任 意

， ，边值问题（1）至少存在一
个正解；

b4）如果 ，或者

，或者 ，  

对任意 ， ，边值问题（1）至少存在

一个正解；

b5）如果 ，或者

， 或 者 f 0
s=0，

，对任意 ， ，边值问题（1）
至少存在一个正解；

b6） 如 果 ， 或 者

或 者 ，

，对任意 ， ，边值问题
（1）至少存在一个正解；

b7） 如 果 ， 或 者

，或者 ，

对任意 ， ，边值问题（1）至少存
在一个正解。

结论 b1~b7 的证明过程相似，故仅以结论 b2（即

若 ，I3<I4′，对任意 ， ，边值
问题（1）至少存在一个正解）为例给出证明。

证明 由 H1、H2 成立，并且

        ，
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可知，存在 R3>0，当 u, v∈R+，0 ≤ u+v ≤ R3 时，

对任意 t∈[0,1]，有

                ，

                。

设 ，则对任意

，有 (u, v)∈K，并且 ，对任意 t∈

[0,1]，有 。

由引理 4 可知

  

即有 。

同理 ，所以对任意

有

      ，

即 。

再由 H1、H2 成立，且

              ，

         

可知，存在 R4′>0，当 u, v>0，并且 u, v ≥ R4′时，对

任意 t∈[0,1]，有

  。

设 ， 其 中

，则对任意 ，有 (u, v)∈K，

并且 ，对任意 t∈[0,1] 有 。 
由引理 4 可知

，

即有 。

同理可知 。所

以对任意的 ，有

           

即 。

综上所述，由引理 5 可知，当 时，

映射 Q 在 上存在一个不动点 为

边值问题（1）的一个正解。证毕。

4 数值实例

例 1 考虑如下边值问题

    

因 ，

    ，

    ，

    ，

所以上述边值问题满足条件 H1、H2。

又因为 ，由定理 1 中的 a4 可知，对任

意 ， ，当 t∈[0,1] 时，该问题至少
存在一个正解。
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