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Bloch 表示中单量子比特的量子相干性

彭柯铭，王国友，陈 健，谭金桃，邓志宏，陈光伟

（湖南工业大学 理学院，湖南 株洲 412007）

摘　要：研究了 Bloch 表示中单量子比特的 l1 norm 相干性和量子相对熵相干性，分别得到了相位阻尼

通道、退极化通道和振幅阻尼通道下的两种相干性的解析表达式。作为它们的具体应用，解析研究了振幅阻

尼通道下的一个单量子比特的量子相干性动力学演化，并数值分析了马尔科夫和非马尔科夫环境对系统的相

干性演化的影响。
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Quantum Coherence of Single Quantum Bit in Bloch Representation

PENG Keming，WANG Guoyou，CHEN Jian，TAN Jintao，DENG Zhihong，CHEN Guangwei
（College of Science，Hunan University of Technology，Zhuzhou Hunan 412007，China）

Abstract：A research has been conducted on the l1 norm coherence and quantum relative entropy coherence of 
single quantum bit in Bloch representation, thus obtaining two analytical expressions of coherence for phase damping 
channel, depolarization channel and amplitude damping channel respectively. As a specific application, an analytical 
study has been made on the dynamic evolution of quantum coherence of a single quantum bit in an amplitude-damped 
channel, followed by a numerical analysis of the influences of Markovian as well as non-Markovian environments on 
the coherence evolution of the system.
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1 研究背景

量子相干性在量子力学中充当着不可缺少的角

色。它在量子计算、量子度量学、量子隐形传态和量

子信息处理等方面有着广泛应用。因此，量子相干性

的理论研究一直是学者们研究的热点。

一方面，量子相干性作为量子源理论得到广泛研

究 [1-9]。许多不同函数被尝试用来量化量子相干性，

如基于相对熵 [1]、保真度 [2]、迹距离 [3]、量子关联 [4-5]

以及偏斜信息 [6-7] 等相干性度量。T. Baumgratz 等 [1]
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认为，作为一个量子态的量子相干性的有效度量必须

同时满足：1）相干性具有非负性； 2）在非相干完

全正定和保迹操作下相干性具有非增性（或单调性）； 
3）相干性具有凸性。他们还提出了满足这些条件的

两种度量：l1 norm 相干性和量子相对熵相干性。

另一方面，抑制量子退相干的方法也得到普遍关

注。由于系统总会与周围环境接触并发生相互作用，

引起量子相干性衰减，导致许多抑制退相干的方法被

提出，如动力学退耦、免退相干子空间、库工程等。

这些方法在量子信息处理和量子计算任务中起到了

重要的作用。

当噪声环境存在时，采用了不同的方法研究相干

性的动力学行为，如主方程方法和噪声通道方法 [10-12]。

特别是当系统和环境之间的耦合不很强时，采用量子

通道方法来研究比较方便。当一个量子系统和它的

环境相互作用而发生退相干时，一个量子噪声的动

力学过程一般可用 Kraus 表示来描述这个映射，从而

使问题得到解决。Zhong W. 等 [11] 研究了退相干通道

下的量子 Fisher 信息，发现在噪声通道下量子比特

采用 Bloch 表示时可以方便地求解 Fisher 信息。受此

文的启发，本文探讨采用 Bloch 表示研究单量子比特

的相干性，得出了 3 种典型的量子通道（相位阻尼、

退极化和振幅阻尼）下单量子比特的两种相干性（l1  
norm 相干性和量子相对熵相干性）的具体表达式。

为了进一步表明 Bloch 表示的量子相干性求解的优越

性，具体研究了一个二能级系统与一个具有洛伦兹谱

函数的热库相互作用的振幅阻尼模型。 

2 两种量子相干性度量

首先简单介绍将要使用的两种量子相干性度量。

T. Baumgratz 等 [1] 给出了一个合理的量子相干性度

量需要满足的条件，并从可计算性的角度提出了 l1    
norm 相干性度量和量子相对熵相干性度量。

l1 norm 相干性度量 Cl1(ρ) 定义为量子系统的密度

矩阵的所有非对角元的绝对值之和，即

                       ，                       （1）

式中 ρij 为量子态 ρ的非对角元。

量子相对熵相干性度量 Cr(ρ) 定义为

                        Cr(ρ)=S(ρdiag)-S(ρ)，                  （2）
式中：ρdiag 为去掉系统密度算符 ρ中所有的非对角元

后生成的对角矩阵；

S(ρ)=-trρlog2ρ为 von Neumann 熵。

对一个单量子比特的量子态

                      ，                    （3）

可分别求得其 l1 norm 相干性和量子相对熵相干性为

                         ；                       （4）
Cr(ρ)=λ1log2λ1+λ2log2λ2-ρ11log2ρ11-(1-ρ11)log2(1-ρ11)，  （5）

其中 (i=1, 2) 为密

度算符 ρ的本征值。

3 Bloch 表示中单量子比特的量子相

在 Bloch 球形表示中，一个任意的量子比特（量

子态）可以表示为 [10]

                       ，                       （6）

式中：I 为二维恒等矩阵；

r=(rx, ry, rz)T 为 3 维实 Bloch 矢量，一般 ，
当 ρ为纯态时取等号。

σ=(σx, σy, σz) 为 Pauli 矩阵。

  显然，密度算符的本征值是 ，

。

假设初始态的 Bloch 矢量为 r=(rx, ry, rz)T，则初

始态可以表示为

              。                  （7）

一个量子动力学噪声过程一般可以用 Kraus 算符

表示的一个映射 ω 来描述 [10]：

                    ，                      （8）

式中 K 是满足 的 Kraus 算符，其中 Kμ

为第 μ 个 Kraus 算符，Kμ
+ 为 Kμ 的厄米共轭算符。

一个单量子比特，可以通过对 Bloch 矢量的仿射

变换得到演化后的 Bloch 矢量，即

                  r′=(r′x, r′y, r′z)T=ε(r)=Ar+c，
式中：A 为 3×3 的实矩阵；c 为 3 维实矢量 [10]。

对初始量子态式（7），一个通道作用后对应的

量子态表示为

                 。               （9）    

根据方程（1）和（2）容易得到其 l1 norm 相干

干性
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性和量子相对熵相干性分别为

                     ；                 （10）

 （11） 
  

式中 。

4 退相干通道中单量子比特的相干性

4.1 相位阻尼通道

首先考虑一个二能级系统与一个相位阻尼通道

相互作用模型。相位阻尼通道的动力学映射可表示为

，  （12）         

其相应的 Kraus 算符为

      ， 

式中 s=e-γt/2(0 ≤ s ≤ 1)， γ 为零温耗散率，是相位阻

尼系数。

式（12）表示量子比特和热库以概率 1-s 交换一

个量子。在这个相位阻尼通道中，Bloch 矢量 r=(rx, 
ry, rz)T 被映射为

           r′=(r′x, r′y, r′z)T=ε(r)=(srx, sry, srz)T。

因此在相位阻尼通道中，初始态式（7）演变成

                。

容易求出 t 时刻的 l1 norm 相干性和量子相对熵

相干性分别为

         ；       （13）

     
 （14）

式中  。

4.2 退极化通道

接着考虑一个二能级系统与一个退极化通道相

互作用模型。退极化通道的定义为

                          εD(ρ)=sρ+(1-s)I/2，               （15）
其 Kraus 算符为

       ，

即量子态以概率 s(0 ≤ s ≤ 1) 保持不变，以 (1-s) 的

概率退极化为完全混合态 I/2。在这个退极化通道中，

Bloch 矢量 r=(rx, ry, rz)T 被映射为

              r′=(r′x, r′y, r′z)T=ε(r)=(srx, sry, srz)T 。
因此在退极化通道中，初始态式（7）演化成 

             。

容易求出 t 时刻其 l1 norm 相干性和量子相对熵

相干性分别为

        ；        （16）

     
（17）

式中： ；r′z=srz。

4.3 振幅阻尼通道

考虑一个二能级系统和一个零温波色库相互作

用的振幅耗散模型。振幅阻尼通道是描述零温环境下

的能量耗散作用 [10]。此通道的形式是

                   ，                   （18）

其相应的 Kraus 算符表示为

      ，

式中 s=e-γt/2(0 ≤ s ≤ 1)，γ 是阻尼系数。

在这个振幅阻尼通道中，Bloch 矢量 r=(rx, ry, rz)T

被映射为

。

因此在振幅阻尼通道中，初始态式（7）演化成  

                 。

从而可得到 t 时刻的 l1 norm 相干性和量子相对

熵相干性分别为

   ；       （19）

      
（20）

式中： ；r′z=srz+1-s。

5 实例

考虑一个二能级系统与一个零温波色库相互作

用的振幅耗散模型的量子相干性的动力学，它对应振
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幅阻尼通道模型。总系统的哈密顿量为

   ， （21）

式中：ω0 为二能级系统的跃迁频率；

b+
k、bk 分别为频率为 ωk 的库模的产生算符和湮

灭算符；

gk 为系统和库间的耦合常数；

σ+、σ- 分别为量子比特的升、降算符。

假设零温环境中的谱密度满足洛伦兹分布

              ，            （22）

式中：γ0 为量子比特和库之间的耦合强度；

λ 为耦合谱宽，它与库的关联时间有关 τr=λ-1。

利用这个谱，在解 Schrodinger 方程的过程中可

以得到一个重要的特征函数 C(t)，

      ，      （23）

式中 。

系统的时间演化可以按如下定义的 Kraus 算符的

一个振幅阻尼通道来等价地描述 [11]：

。  （24）

把动力学映射利用仿射的形式表示，这个仿射映

射的 Bloch 矢量在这个通道中可以表示为

       
。

因此在振幅阻尼通道中，初始态式（7）演化成

    。   （25）

为简单起见，假设初始态为一个任意单比特纯态

               ，          （26）

式中：θ 为振幅参数，且 θ∈(0, π)；
 为相位参数，且 ∈(0, π)。

  容易求得它的 Bloch 矢量元

rx=tr(ρσx)=sin θcos ，ry=tr(ρσy)=sin θsin ，

rz=tr(ρσz)=cosθ；
以及相应的演化态

  r′=(r′x, r′y, r′z)T=
(C(t)sin θcos , C(t)sin θsin , C2(t)(cosθ-1)+1)T。 

易知其 l1 norm 相干性的初始值为

                              Cl1(ρ0)=sinθ；
t 时刻为

             。      （27）

量子相对熵相干性的初始值为

 

t 时刻为

 
（28）

 

式中： ；

r′z=C2(t)(cosθ-1)+1 。
特别地，如果系统从激发态开始演化，即

                              rx=ry=0，rz=-1。
其相干性

                          Cl1(ρt)=Cl1(ρ0)=0，
                           Cr(ρt)=Cr(ρ0)=0。
如果从一般的混合态开始演化，即 Bloch 矢量的

分量满足

                       。

开始演化时的系统相干性一般不为零，但随着

t →∞，其相干性最终消失。

图 1 为初始态为纯态式（26）时，在马尔科夫环

境中，两种相干性随时间的演化特性（参数 θ=π/3， 
λ/γ=10），其中插图是初始态为混态 rx=ry=0.5，rz=
-0.5 的情形。图 2 为非马尔科夫环境中，两种相干

性随时间的演化特性（参数 λ/γ=0.1，其余参数与图 1
中都相同）。

 

 

图 1 l1 norm 相干性和量子相对熵相干性在

马尔科夫环境中的演化

Fig. 1 Evolution of  the l1 norm of coherence and quantum 
relative entropy coherence in Markovian environment
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从图 1 可以看出，在马尔科夫机制中，两种量子

相干性都单调衰减，最后变为零。这是由于马尔科夫

环境不具有记忆效应，信息从量子比特到环境的流动

是单向的。

从图 2 中可以看出，在非马尔科夫环境中，由

于与热库的强耦合，两种相干性的演化表现出随时

间的振荡和复苏行为。这是因为非马尔科夫环境的

记忆效应使得流向环境的信息回流到系统，从而出

现相干性的复苏。对所选取的初始态，量子相对熵

相干性有连续的振荡行为，而 l1 norm 相干性的振荡

表现为不连续；尽管初始态相同，但两种相干性的

初始值不相等；在长时极限下，两种量子相干性最

终都消失。

6 结语

本文研究了 Bloch 表示下单量子比特的量子相干

性，得到了相位阻尼、退极化和振幅阻尼 3 种不同的

退相干通道下的两种相干性（l1 norm 相干性和量子

相对熵相干性）的解析表达式。为了说明这些表达式

的优越性，通过实例研究了振幅阻尼通道下的一个单

量子比特的耗散模型的量子相干性动力学演化。数

值计算的结果表明，无论初始态是纯态还是混合态，

两种相干性表现出相似的动力学特性：当环境为马尔

科夫时，量子相干性单调衰减直至消失，而当环境为

非马尔科夫时，量子相干性出现阻尼振荡现象直至全

部消失。

图 2 l1 norm 相干性和量子相对熵相干性在

非马尔科夫环境中的演化

Fig. 2 Evolution of the l1 norm of coherence and the relative 
entropy of coherence in non-Markovian environment
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