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摘　要：基于面齿轮传动啮合原理，建立了含安装误差的面齿轮齿面方程，进而得出了面齿轮齿面主曲率

及接触应力的计算方法。在此基础上，分别分析了轴向偏移误差、轴交角误差和轴交错误差对面齿轮传动的接

触轨迹与接触应力的影响规律。研究结果表明：各项误差条件下，接触应力均从齿顶到齿根逐渐变小；所分析

的误差中，轴交角误差与轴交错误差对面齿轮的接触轨迹与接触应力的影响较大，且当轴交角误差为负或轴交

错误差为正时，接触应力仿真值均明显高于无误差时的接触应力正常值，因此在安装面齿轮副时，应该严格控

制此二项误差的下上偏差。
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Influence of Installation Errors on Contact Trajectory and 
Contact Stress of Face Gear Drive
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Abstract：Based on the meshing principle of face gear drive, a surface equation has been established of the 
face gear with the installation error, thus obtaining the calculation method of the main curvature and contact stress of 
the tooth surface of face gear. On this basis, a respective analysis has been made of the influence of axial deviation 
error, axial angle error and axial staggered error on the contact trajectory and contact stress of the face gear drive. The 
results show that the contact stress decreases gradually from the addendum to the root under various error conditions.  
According to the error analysis, the shaft angle error and axial across error are the most important influential factors 
on the contact trajectory and contact stress of the face gear, when the angle error is negative or axis error is positive in 
its value, the contact stress simulation values are significantly higher than those normal contact stress without errors. 
Therefore, it is highly recommended that the upper and lower deviation of these two errors be strictly controlled when 
installing the face gear pair. 

Keywords：face gear；installation error；main curvature；contact stress
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1 研究背景

长期以来，直升机主减速器的传动性能与可靠

性、简化主减速器的结构、减轻其质量，一直是人

们关注的重点 [1]。在此情况下，寻找替代螺旋锥齿轮

传动的面齿轮传动技术体现了其优越性，并逐步得

到了广大科研人员的重视。面齿轮传动 [2-3] 是圆柱齿

轮与一环形端面齿轮啮合构成的正交与非正交传动，

两轴线正交的面齿轮传动如图 1 所示。

 

由于面齿轮传动具有传动平稳、动力分流效果

好等优点 [4-5]，因而受到了世界各国，尤其是西欧和

北美等先进工业国家的重视，其早在 20 世纪后期就

开始加快了对面齿轮传动的研究进程。如美国 NASA 
（National Aeronautics and Space Administration）经过

多年的实验研究，已将面齿轮传动技术应用到主减速

器中，并且充分发挥了面齿轮传动的优越性，简化

了其主减速器的结构与质量等。譬如美国的 ART（the 
Advanced Rotorcraft Transmission）计划中，波音公司

生产的阿柏奇战斗直升机应用了面齿轮副 ( 如图 2 所

示 )，以其代替原来的弧齿锥齿轮传动结构 [6]，这一

改进使得齿轮箱的总成质量减轻了 40%，但承载能

力提高了 35%，并节省了大量空间。

 

在面齿轮接触应力的研究方面，已有研究主要

集中在有限元分析方法上。如 F. L. Litvin 等 [7] 运用

TCA（tooth contact analysis）理论，并结合有限元分

析及实验验证，获得了面齿轮不同啮合位置的接触应

力及随啮合位置的分布规律。韦贤玕 [8] 应用有限元

方法分析了面齿轮多齿啮合周期中 5 个不同啮合状态

下的接触应力，并获得了面齿轮多齿啮合下接触应力

的分布规律。刘艳平 [9] 采用有限元分析方法，对面

齿轮多齿模型进行了 LTCA 分析，获得了不同载荷

条件对面齿轮接触应力、弯曲应力等传动性能的影响

规律。严宏志等 [10] 考虑表面粗糙度的影响，对面齿

轮齿面接触应力进行了分析。

本研究拟从正交面齿轮传动设计出发，针对面齿

轮的安装误差，分析其对面齿轮副传动在传动过程中

啮合点处接触应力的变化规律，以期为面齿轮副的安

装提供理论参考依据。

2 建立含安装误差的面齿轮齿面方程

按照图 1 所示面齿轮副建立正交面齿轮的安装坐

标系，如图 3 所示。

 

图 3 中 δp 为轴向偏移误差，δγm 为轴交角误差，

δa 为轴交错误差，这 3 种误差统称为正交面齿轮的安

装误差。

假设 Sf 为无安装误差时的坐标系，Sf′为有安装

误差的坐标系。根据齐次坐标转换原理可得由 Sf′坐

标系变换成 Sf 坐标系的变换矩阵 Mff′为 

   。 （1）

设圆柱齿轮和面齿轮在啮合传动中的转角分别

为 1 和 2′。在圆柱齿轮的固定坐标系 Sg 中，圆柱齿

轮的齿面方程 rg 和齿面的单位法向量 ng 如下：

      ；      （2）

图 1 正交面齿轮副示意图

Fig. 1 Sketch of orthogonal surface gear pair

图 2 ART 计划的面齿轮分扭传动

Fig. 2 Torque-split transmission of face gears with ART plan

图 3 正交面齿轮传动中安装坐标系与安装误差示意图

Fig. 3 Schematic diagram of installation coordinate and 
installation error of orthogonal surface gear transmission
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                   。                  （3）

式（2）~（3）中： ，其中 θg 为圆

柱齿轮齿槽对称线到渐开线起点的角度参数，θ1 为

圆柱齿轮渐开线上一点的角度参数；

Ag1 为 S1 动坐标系变换至 Sg 固定坐标系的矩阵，

且 ；

r1 为圆柱齿面方程；

rb1 为圆柱齿轮基圆半径；

u1 为圆柱齿面上一点沿 Z1 方向的轴向参数；

n1 为单位法向量；

Lg1 为 Ag1 的子矩阵（去掉最后一行与一列）。

点接触正交齿轮传动的原理如图 4 所示。

 

图 4 所示原理图中，αs1′为啮合角，θs 为插齿刀

具渐开线函数，θt 为插齿刀具齿槽对称线到渐开线起

点的角度参数；ra1 为圆柱齿轮齿顶圆半径，rb1 为圆

柱齿轮基圆半径，ras 为插齿刀具齿顶圆半径，rbs 为

插齿刀具基圆半径， s 为圆柱齿轮齿槽对称线到渐

开线起点的角度参数，La 为插齿刀具到圆柱齿轮的

中心距；γ1 为圆柱齿轮节锥角，γs 为插齿刀具节锥角，

Is1 为插齿刀具与圆柱齿轮的瞬时接触线，Is2 为插齿

刀具与面齿轮的瞬时接触线，I12 为圆柱齿轮与圆柱

齿轮的瞬时接触线，P 为节点，r1′为圆柱齿轮节圆半

径，rs′为插齿刀具节圆半径。

由图 4 所示点接触正交齿轮传动原理图，可得在

节点 P 的 u1 为

                                 u1=r1′i12。                           （4）
进而根据圆柱齿面方程 r1 及单位法向量 n1 和式

（4），可得圆柱齿轮的接触轨迹方程 r1( 1) 为

。

                                                                                    （5）
式中：i12=N1/N2，其中 N1、N2 分别为圆柱齿轮齿数

与面齿轮齿数；啮合角 。根据坐标

变换原理，可得面齿轮的接触轨迹方程 r2( 2) 为

。

                                                                                （6）

式中： ； 。

在圆柱坐标系 Sg 中，圆柱齿轮的齿面 Σ1 和面齿

轮的齿面 Σ2 在接触点处有相同的位置向量和法线向

量，即

                       （7）

另外，考虑安装误差，由坐标系 S2 至坐标系 Sg 

的转换矩阵 Ag2 为

b）面齿轮与圆柱直齿轮的传动关系

图 4 点接触正交面齿轮传动原理图

Fig. 4 Schematic diagram of point contact orthogonal face 
gear transmission

a）刀具转换到圆柱直齿轮的坐标关系

                      

。

                                           

（8）
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根据坐标系的齐次变换关系，可得 rg
(2) 和 ng

(2) 的

方程为

                      （9）

利用式（2）（3）（9），可获得含安装误差的

面齿轮接触轨迹方程如下：

；

；

；

；

        ；

。 （10）

给定 1，可解出 2′( 1)、u1( 1)、θ1( 1)、θs( 1) 和

s( 1)，其中 u1( 1) 和 θ1( 1) 是圆柱齿轮齿面 Σ1 的参数，

将其代入 r1(u1, θ1) 中，可获得圆柱齿轮齿面Σ1 上的接

触点；θs( 1) 和 s( 1) 是面齿轮齿面 Σ2 的参数，将其

代入式 r2(us, θs)中，可获得面齿轮齿面Σ2 上的接触点。

3 面齿轮齿面接触点主曲率与接触应

根据弹性力学理论，对于任意形状的两个曲面接

触点的主曲率，都与接触点的接触应力与变形大小有

关，因此需要对接触点的主曲率进行计算。

根据参考文献 [11]，设一曲面的参数方程为

                                 r=r(u, v)，                           （11）
则该曲面的幺法矢为

                              ，                       （12）

曲面上的点 p(u, v) 沿方向 的主曲率 kn 为

              。        （13）

式中：E、F、G 为Ⅰ类量，L、M、N 为Ⅱ类量，且

E=ruru；F=rurv；G=rvrv；L=-nuru=ruun；M=-nurv=ruvn；
N=-nvrv=rvvn。

由微分几何知，主曲率的计算公式为

   。   
                                                                                  （14）

由公式（14）可以看出，主曲率的计算存在着两

个不同的根，即曲面上一点存在着两个不同主曲率，

而且主方向相互垂直。

因此，在计算圆柱直齿轮主曲率 K11、K12 与面齿

轮主曲率 K21、K22 时，只要把圆柱直齿轮与面齿轮的

齿面方程分别按照上述步骤进行计算即可。

另外，根据赫兹接触理论，得到面齿轮接触点的

最大接触应力公式为

                           。                       （15）

式中：a 为接触椭圆的长轴半径；b 为接触椭圆的短

轴半径；P1 为接触点的法向作用力。其中 a、b 可通

过式（16）计算得出，P1 可通过式（18）计算得出。

    （16）

式（16）中：α、β、ζ为椭圆计算系数，查表并

线性插值可得；

E1、E2 为弹性模量；

μ1、μ2 为泊松比；

A、B 为关于接触曲面主曲率的方程，且

   

                                                                          （17）
P1=T/Rb1。                                                         （18）

其中，T 为齿轮传动的负载扭矩，Rb1 为小轮（圆柱

直齿轮）的基圆半径。

4 安装误差对面齿轮接触点接触轨迹

4.1 安装误差对面齿轮接触轨迹的影响

根据前文得到的方程（10），运用 Matlab 进行

编程计算，分别对上述 3 种安装误差对接触轨迹的

影响进行仿真分析，所得仿真结果如图 5 所示。设

计的基本参数如下：小齿轮齿数 N1=23；面齿轮齿数

N2=125；模数 m=6.35 mm；压力角 α=20º；弹性模量

E1=E2= 2.06×105 MPa；泊松比 μ1=μ2=0.30；载荷为

负载扭矩 T=42 N•m。

力计算

与接触应力的影响

陈书涵，等　　安装误差对面齿轮传动接触轨迹与接触应力的影响规律第 4 期
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对图 5 进行分析可知：

1）当轴交角误差 δγm 为正时，接触轨迹沿着面

齿轮的大端发生位移；当轴交角误差 δγm 为负时，接

触轨迹沿着面齿轮的小端发生位移。

2）当轴交错误差 δa 为正时，接触轨迹沿着面齿

轮的小端发生位移；当轴交错误差 δa 为负时，接触

轨迹沿着面齿轮的大端发生位移。但是相对来说，接

触轨迹的运动在这 3 种类型的误差影响中是最小的。

因此，点接触面齿轮传动的齿面接触轨迹对轴交错误

差相对不敏感。

3）当轴向偏移误差 δp 为正时，接触轨迹沿着面

齿轮的大端发生位移；当轴向偏移误差 δp 为负时，

接触轨迹沿着面齿轮的小端发生位移。

综上所述，在装配面齿轮传动时，对轴交角误差

δγm 要严格要求。

4.2 接触应力影响分析

根据上述面齿轮参数，编制Matlab程序对式（16）
进行面齿轮长短轴 a、b 值计算，进而根据式（15）
得到接触点的接触应力，所得仿真结果如图 6~8所示。

 

 

 

分析图 6~8，可以得到以下结论：

1）由于接触点从齿顶逐渐向齿根位置移动时，

它的椭圆长轴与短轴是逐渐增大的，因而从图 6~8

+：Δδγm=0.03°；*：Δδγm=0°；o：Δδγm=-0.03°
a）轴交角误差对接触轨迹的影响

 +：Δδa=0.1 mm；*：Δδa=0 mm；o：Δδa=-0.1 mm
b）轴交错误差对接触轨迹的影响

+：Δδp=0.1 mm；*：Δδp=0 mm；o：Δδp=-0.1 mm
c）轴向偏移误差对接触轨迹的影响

图 5 当考虑安装误差影响时的接触轨迹仿真图

Fig. 5 Contact trajectory simulation diagram with
 the installation error considered

图 6 轴交角误差影响时的接触应力图

Fig. 6 Contact force under the influence of 
intersection angle error

图 7 轴交错误差影响时的接触应力图

Fig. 7 Contact stress of the axis staggered error

图 8 轴向偏移误差影响时的接触应力图

Fig. 8 Contact stress of the axial deviation error

湖　南　工　业　大　学　学　报  2017 年
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可知，齿面接触应力是由齿顶向齿根逐渐变小的。

2）由图 6 可知，当轴交角误差取正或取负时，

接触应力都要偏离无轴交角误差时的接触应力，而且

这种偏离随着接触点往齿根移动而逐渐变小。当误差

为正时，接触应力少于正常的接触应力；当误差为负

时，接触应力大于正常的接触应力，此时对面齿轮传

动的接触强度有影响。

3）由图 7 可知，当轴交错误差取正或取负时，

接触应力都要偏离无轴交角误差时的接触应力，而

且这种偏离随着接触点往齿根方向移动而逐渐变小。

当误差为负时，接触应力小于正常的接触应力；当误

差为正，接触应力大于正常的接触应力，此时对面齿

轮传动的接触强度有影响。

4）由图 8 可知，当轴向偏移误差取正或取负时，

对齿面接触应力的影响相对较小，且当轴向偏移误差

为负时，影响更小。

综上所述，从这 3 项误差影响接触应力的大小来

看：轴向偏移误差影响最小，轴交错误差影响次之，

轴交角误差影响最为显著。

5 结论

本文从安装误差的角度出发，分析了轴向偏移误

差、轴交角误差和轴交错误差对面齿轮的接触轨迹及

接触应力的影响，由仿真结果可以得知：

1）轴交角误差与轴交错误差对面齿轮的接触轨

迹与接触应力的影响相对较轴向偏移误差的大，因此

在面齿轮安装时，应该严格控制轴交角误差的下偏差

及轴交错误差的上偏差。

2）不考虑安装误差时，由仿真结果可知，接触

应力在齿顶的位置最大，这是因为在此位置容易发生

齿顶边缘接触。且选择的 3 项误差影响接触应力的大

小为轴向偏移误差影响最小，轴交错误差影响次之，

轴交角误差影响最为显著。

综上，本研究为面齿轮的安装及对安装误差的控

制提供了理论依据。
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