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摘 要：基于正交面齿轮齿面方程，利用Matlab软件，对最大外径系数、最小内径系数和最大齿宽系
数与刀具齿数和传动比之间的关系分别进行分析。依据齿面方程分析的结论对齿宽和齿高离散，计算出齿

面各点坐标，并依此绘制出全齿图形；通过与面齿轮实物齿面的对比，证明了此离散方法所得的模型具有

较高的准确性。
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Abstract：Based on the orthogonal face-gear tooth surface equation, analyzes the relationship of maximum outer
diameter coefficient, minimum inner diameter coefficient and the coefficient of maximum tooth width with the cutter teeth and
gear ratio by Matlab software. According to the analysis of tooth surface equation, the tooth width and tooth height are
discrete, calculates the coordinates of the points of tooth surface, and then draws the whole tooth pattern; Compared with
face-gear real tooth surface, proves that the model established by the discrete method has higher accuracy.
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0 引言

面齿轮传动是一种新型齿轮传动模式，国外研

究者对此研究较早并应用于军事等领域[ 1 ]，但我国

研究起步比较晚。面齿轮传动的优点较多，比如小

齿轮为渐开线圆柱直齿轮，其轴向移动产生的误差

对传动性能几乎没有影响；面齿轮传动比普通锥齿

轮传动具有较大的重合度；渐开线圆柱直齿轮上无

轴向力作用；面齿轮用于传动装置时传动振动小和

噪音低等特点[2-3]。

在对面齿轮的研究中，无论进行机床误差分析、

磨削热应力分析还是传动应力分析等，都是以齿轮

的基本参数如面齿轮的最大外半径、面齿轮的最小

内半径的数据和齿面齿廓的生成模型为基础的研究。

在F. L. Litvin等的研究中[4]，对面齿轮最大外径系数、

最小内径系数等基本参数和刀具齿数的关系进行了
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分析，虽然添加了个别特定传动比关系，但是在二

维图像中无法详尽地观察变化规律。在朱如鹏对面

齿轮建模的研究中[5]，由Matlab得到单齿面图形，再
导入三维绘图软件进行建模。如果因为Matlab数据
误差较大，再进行修改，效率会明显下降。本文在

数据分析方面添加了传动比与半径系数的关系，所

绘制出的三维图像可以更直观地得到面齿轮最大外

径系数、最小内径系数等基本参数与传动比和刀具

齿数的变化关系。在Matlab中建立全齿图像，可提
高三维模型建立的效率，并在进行三维建模前得到

较为准确的数据。

1 齿面方程建立

1.1 工作曲面方程的建立

正交面齿轮加工坐标系如图 1所示。图中，fo( f)
与

so( s)分别为面齿轮与插齿刀的旋转轴，坐标原点
为两轴线的交点。面齿轮的固定和转动坐标系分别

为 Sfo-ofoxfoyfo fo
与 Sf-ofxfyf f

，插齿刀的固定与转动

坐标系为 Sso-osoxsoyso so
与 Ss-osxsys s

。运动中面齿轮

和插齿刀转过的角度分别为
f
与

s
。

  

面齿轮方程可以由刀具齿轮方程转换到 S f-

ofx fy f f
坐标系和啮合方程联立求出[5]，其关系为

       
（1）

式中： ；

f=q2s s
；

rb
为刀具齿轮的基圆半径；

q2s
为传动比；

so
为插齿刀齿槽对称线到渐开线起点的角度参

数， ，inv =tan - ；

s
为插齿刀渐开线上一点的角度参数；

s
为刀具齿数；

为刀具分度圆压力角。

1.2 正交面齿轮齿根过渡曲面基本方程

面齿轮的齿根过渡曲面是加工时插齿刀齿顶所

形成的轨迹面[6]，用
s
*代替插齿刀齿面参数

s
有

                           。

式中 r a
为插齿刀齿顶圆半径。

再经坐标系转换可得过度曲面方程，即

 
（2）

式中： ；

us
为刀具轴向函数；

为求过渡曲时面齿轮转过的角度。

在不发生根切的情况下，面齿轮的工作齿面与齿

根过渡曲面会有一条公切线，这条公切线也满足啮合

方程，因此当
s=

*
s
时，代入啮合方程 可

得到过渡曲线方程：

                                                                                      （3）

2 正交面齿轮的设计

2.1 面齿轮不发生根切的最小半径的确定

根切临界点为插齿刀齿顶圆与根切界限处的交

点[7]。插齿刀齿顶圆处的参数
s
可以确定为

                          。                        （4）

将式（4）得到的 s
代入方程

，可以解出对应
s
的值 ，将此处的

s
和

的值代入面齿轮齿面方程中可以得出对应面齿轮

齿面上点坐标 xf
*和 yf

*的值，因此，面齿轮齿面不产

生根切的最小内径为

  。  （5）

图1 加工面齿轮坐标系

Fig. 1 The coordinate system for face-gear processing
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式中： 。

由此定义无量纲参数 Rmin=R1/M（M为刀具的模
数），称此参数为最小内半径系数 R min

，即

    。

                                                                                     （6）
应用Matlab数值分析和三维绘图功能，编制程

序并绘制正交面齿轮最小内半径系数 R min
与刀具齿

数
s
和刀具与面齿轮齿数比 q2s

的关系，如图 2所示。

由图 2可知，面齿轮最小内半径系数 Rmin
与插齿

刀齿数近似于线性增加的关系；在相同参数条件情

况下，R min
随插齿刀压力角增大而减小，减小的幅

度随刀具与面齿轮齿数比及传动比 q 2s
的增大而减

小。由面齿轮最小内半径系数的变化进而可推知面

齿轮最小内半径与各参数之间的关系，因为将图中

的纵坐标 Rmin
的值乘上模数就是面齿轮最小内半径

R1
的值。

2.2 正交面齿轮齿顶不变尖的最大外半径的确定

当面齿轮发生齿顶变尖的时候[ 8 ]，齿厚方向为

零及 xf=0，由面齿轮的生成原理可知 f=-rb
，将数值

带入面齿轮齿面方程可求得相应的 *
s
和 *

s
及

       
 （7）

将式（7）中得到的 *
s
和 *

s
带入面齿轮齿面方程

yf
中可得正交面齿轮齿顶不变尖的最大外半径 R2

及

         （8）

式中 *
f
齿顶不变尖时刀具转过的角度。

定义无量纲参数 Rmax=R2/M为最大外半径系数，

Rmax
为

。（9）

由计算机编程绘制的正交面齿轮最大外半径系

数 R ma x
与刀具齿数

s
和刀具与面齿轮齿数比及传动

比 q2s
的关系如图 3所示。

由图 3 可以看出，正交面齿轮最大外半径系数

R ma x
与插齿刀齿数近似于线性增加的关系；在相同

参数条件情况下，Rmax
随插齿刀压力角增大而减小，

减小的幅度随传动比及刀具与面齿轮齿数比 q2s
的增

大而减小。由面齿轮最大外半径系数的变化进而可

推知面齿轮最大外半径与各参数之间的关系，因为

将图中的纵坐标 R max
的值乘上模数就是面齿轮最大

外径 R2
的值。

2.3 正交面齿轮的最大齿宽系数

用无量纲系数C=(Y2-Y1)/M（Y2, Y1
为面齿轮外径

和内径）来定义面齿轮的齿宽系数，当 Y2, Y1
为面齿

轮最大外半径和最大内半径时，C有最大值Cmax=(R2-

R1)/M=Rmax-Rmin
，定义为面齿轮的最大齿宽系数，由

计算机计算绘制的结果如图 4 所示。

图2 正交面齿轮最小内半径系数R1
关系图

Fig. 2 The relationship diagram for orthogonal face-gear
minimum inner radius coefficient R1

图3 正交面齿轮最大外半径系数R2
关系图

Fig. 3 The relationship diagram for orthogonal face-gear
maximum outer radius coefficient R2

图4 正交面齿轮最大齿宽系数关系图

Fig. 4 The relationship diagram for orthogonal face-gear
maximum tooth width coefficient
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从图可知 Cma x
主要与传动比有关，在不同的压

力角下都是先减小后增大；刀具齿数相同时，传动

比越小，正交面齿轮的最大齿宽系数增大。在实际

使用中，实际面齿轮的齿宽应该小于图中面齿轮最

大齿宽系数乘于模数。

2.4 正交面齿轮的设计实例

面齿轮的设计中已知参数分别为：渐开线圆柱

直齿轮齿数
s
，模数M，齿顶高系数 h*

a
，齿根高系数

c*，分度圆压力角 和面齿轮齿数 Z2
。为了避免边缘

接触，所使用插刀齿轮的齿数要比啮合传动齿轮的

齿数多 1～3个[9]。

根据以上推导的公式，利用Matlab编程计算[10]，

可得面齿轮的最大外半径和最小内半径。本文以国

内某航空发动机研究所加工出的面齿轮为分析对象，

其主要参数如表 1 所示。

在实际加工中要求加工的面齿轮内半径要大于

面齿轮的最小内半径，才不会出现根切现象，加工

外半径要小于最大外半径才不会出现尖顶现象，但

由于齿的强度要求，外半径比最大外半径小很多。实

际正交面齿轮的加工内外径分别是内半径为143 mm，
外半径为 170 mm。由于加工内半径大于最小内半径，
加工外半径小于最大外半径，所以方案可行。

3 正交面齿轮的可视化

3.1 正交面齿轮单齿可视化

由于面齿轮齿面的复杂性，要较为精确地建立

模型，使用单一的三维绘图软件如Proe, UG是比较困
难的。本文以Matlab软件为中介，可以较为准确地
计算出齿面上各点坐标，再把相应的坐标数值导入

相应的三维作图软件中，就可以对正交面齿轮进行

建模。

首先，判断确定参数的范围。由图 1和渐开线圆
柱直齿轮刀具齿面方程可以确定

s
的取值范围。由

图 2可以得到知面齿轮的 y, 轴的范围，面齿轮齿面
方程中 xf

对应于渐开线圆柱直齿轮刀具的齿宽，yf
对

应于渐开线圆柱直齿轮刀具的齿厚，
f
对应于渐开线

圆柱直齿轮刀具的齿高，由此可以确定其相应的取

值范围。因此只要对其中的 2个方程的数值进行离散
化，就可以计算出全部的齿面坐标。

由式（4）可知，yf
和

f
的范围为R1<yf<R2

和rb< f<ra
，

把 y f
和

f
分别离散为在取值范围之间的常数，如 y1

f,
y2

f, y
3
f
…和 1

f, 
2
f, 

3
f
…。当 yf

取 y1
f
时，分别和 1

f, 
2
f, 

3
f,

…构成方程组，求出相应的
s
和

s
，并将

s
和

s
的值

代入式（4）中求出 yf=y1
f
时的面齿轮齿面坐标，然后

用替代 yf
求出相应的

s
和

s
，并将所求得的

s
和

s
的

数值带入式（4）中求出 yf=y2
f
时的面齿轮齿面坐标，

以此类推。本文使用此方法，得到全部的正交面齿

轮齿面坐标。

根据表 1的相关数据，通过Matlab的数学建模
进行面齿轮的可视化，结果如图 5 所示。

3.2 正交面齿轮三维实体模型

通过Matlab计算齿面上各点数据，将数据导入
相应的三维作图软件进行建模[11]。本文以 Proe为例，
经过导入样条曲线、曲面拟合、实体化、阵列等过

程，可得相应的面齿轮模型，如图 6 所示。

本文以美国M & M公司的 Sigma7齿轮测量中心
对正交面齿轮齿面齿廓偏差进行测量，可得到面齿

轮实物误差。面齿轮实物齿面偏差如图 7 所示。
对建立面齿轮齿面误差进行分析可得面齿轮齿

面齿廓误差[12]如图 8所示。
由齿面坐标、图 7和图 8，进行分析比较可知：

建模仿真的最大误差为-0.044 2 mm；实测出的最大误

表1 面齿轮主要参数

Table 1 The parameters of face-gear

参 数

面齿轮齿数 Z2/ 个
圆柱直齿轮齿数 Z s/ 个

模数 M/mm
齿顶高系数 h a

*

齿根高系数 c *

分度圆压力角 / (°)
面齿轮最小内半径 R 1/ m m
面齿轮最大外半径 R 2/ m m

数 值

8 6
2 3
3.5

1.00
0.25
2 0

142.684 3
183.490 4

图5 面齿轮单个齿的齿廓

Fig. 5 The face-gear profile of single tooth

图6 面齿轮三维实体

Fig. 6 The 3D face-gear
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差为-0.028 5 mm。综合分析两者的数据，可知所建模
型的误差与实测误差很接近，验证了本建模方法的

可行性。

4 结语

通过正交面齿轮的根切和尖顶现象，利用

Matlab软件计算得到正交面齿轮的最小内半径和最
大外半径。本文对无量纲参数 Rmax, Rmin, Cmax

相关的

参数 q2s, Zs
三者之间的关系进行分析，它们可近似为

线性关系，对之后的正交面齿轮设计提供便利。在

计算正交面齿轮齿面坐标中，本文采取离散 yf, f
，在

Matlab软件中绘制单齿图形，再把数据导入 Proe软
件中，可更方便快捷地得知面齿轮齿面坐标的准确

程度。在与实物对比中得到的离散 yf, f
所得到的面

齿轮模型具备可应用性，为之后的面齿轮数字化制

造研究提供基础。
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图7 面齿轮实物齿面偏差

Fig. 7 The real tooth surface deviation of face-gear

图8 面齿轮齿面齿廓误差

Fig. 8 The profile error of face-gear tooth surface


