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摘 要：针对传统桩端阻力计算未考虑中间主应力以及桩端粗糙程度的缺陷，基于一定的滑移线场假

设，建立滑移线场，同时考虑中间主应力和桩端粗糙程度的影响，运用滑移线的基本性质，推导出被动区

的积分常数，再由主动区的受力情况推导出该区的积分常数，运用同一滑移线上的积分常数相等的性质，推

导出既考虑中间主应力又考虑桩端粗糙程度的桩端阻力计算公式。该公式在桩端完全光滑时，可退化为

Prandtl解，并且随着 b值和桩端粗糙程度的增大，桩端阻力随之增大，与实际情况相符。推导出的公式能够
灵活运用于工程实际情况。
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The Pile Tip Resistance Calculation Considering Pile Tip
Friction Based on the Slip Line Theory
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Abstract：For the defects of traditional pile tip resistance calculation without considering the intermediate principal
stress and the roughness of the pile end, based on the assumption of slip line field, established the slip line field, and
considering the intermediate principal stress and the tip roughness, applied the basic properties of slip line to deduce the
integral constant of passive area, then deduced the active area integral constant by the active area force, and by means of
the properties of the integral constant equal on the same slip line, deduced pile tip resistance calculation formula consider-
ing the intermediate principal stress and pile tip roughness. The formula can degenerate into prandtl solution when pile end
is completely smooth, and with the increase of b value and pile end roughness, the pile end resistance increases, which is
consistent with actual situation. The formulas can be applied to the engineering practice.
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0 引言

桩端阻力问题一直是岩土工程界关注的重点。

桩端阻力计算的传统方法大多是先假设滑动面， 然后
按照静力平衡条件和力学迭加原理来求解，其推导

不够严密。滑移线理论，是 20世纪初人们对金属塑
性变形过程中，光滑试样表面出现“滑移带”现象，

经过力学分析而逐步形成的一种图形绘制与数值计

算相结合的求解平面塑性流动问题、变形力学问题

的理论方法。所谓“滑移线”是一个纯力学概念，它
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是塑性变形区内，最大剪切应力等于材料屈服切应

力的轨迹线。土体在受力进入塑性状态之后，与金

属有相似的破坏特征，因此滑移线理论也被用于岩

土工程分析。许多学者[1-3]应用滑移线理论对浅基础

的极限承载力进行了研究，但未能考虑中间主应力

的影响。实践表明，中间主应力对土体屈服和破坏

的影响较大。俞茂宏等[4]提出的统一强度理论，考虑

了中间主应力的影响，用一个统一的力学模型和统

一而简单的数学表达式表述材料的强度性质。文献

[5-6]推导了 Terzaghi地基极限承载力的双剪统一解。
文献[7]推导了应用双剪滑移线理论计算桩端阻力的
公式。然而大多数文献[5-9]是基于完全摩擦基底或者

完全光滑基底的研究，而实际中许多桩端不是处于

这 2种极限摩擦状态。
本文基于统一强度理论的平面应变形式，结合

经典的桩端滑移线场破坏模式，引入滑移线的基本

性质及基本假设，并且根据这种形式在考虑桩端摩

擦因素的情况下，探讨桩端阻力的计算方法。

1 双剪统一平面应变滑移线场理论

1.1 双剪统一强度理论

双剪统一强度理论是考虑了材料的拉压异性、

抗压同性以及不同中间主应力效应的一种全新的强

度理论，其数学表达式为

 

（1）

式中：
1
为大主应力；

2
为中间主应力；

3
为小主应力；

0
为材料内摩擦角；

c0
为材料剪切强度；

b为加权参数，它反映中间剪应力及相应作用面
上的正应力对材料屈服或破坏的影响，0≤ b≤ 1。
当b取不同的值时，式（1）可变为Mohr-Coulomb

强度准则、双剪强度理论、Tresca 屈服准则、Misses

屈服准则的线性逼近。双剪统一强度理论可以充分

反映中间主应力
2
对材料屈服或破坏的影响。

1.2 平面应变问题的平衡方程

平面应变问题的平衡微分方程为

                                           
（2）

式中：
x, y
分别为 x, y方向的正应力；

xy
为作用于 yO 平面指向 y方向的切应力，yx

为

作用于 xO 平面指向 x方向的切应力；
为材料重度；

为重力的反方向与 y轴之间的夹角。
引进参数m，并设

          ，           （3）

                               。                             （4）

联立式（1）与式（3）~（4），解得

                        R = psin t+ct cos t
，

          ，

式中：
t
表示双剪统一强度理论下的摩擦角；

ct
表示双剪统一强度理论下的粘聚力（也称剪切

强度）。

当m=1时，

        ，                     （5）

     。                （6）

对于平面应变问题，有：

                           x = p + R cos 2 ，                              （7）
         y = p - R cos 2 ，                          （8）

                             xy = R sin 2 。                                （9）
将式（7）~（9）代入不计材料重度的式（2）中，

可得

             
（10）

              
（11）

滑移线基本方程为
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（12）

式中 。

联立式（10）~（12）求解，得

                    ，                            （13）

                    ，                            （14）

式（13）~（14）中： ， 为积分常数；

c=ct /tan t
。

2 边界条件及滑移线的基本性质

2.1 边界条件及屈服准则

图 1为塑性边界条件。设边界面的法线与 y轴的夹
角为 ，由图1a可知，边界面法线与 1

的夹角为 - 。由

于塑性区边界面上的应力应满足屈服条件，由图 1b
可写出平面上法向力与切向力的方程为

                            （15）

当已知边界上的应力时，可以得到边界上的 p和
大主应力与 y轴的夹角 。

2.2 滑移线的基本性质

滑移线的基本性质有：

1）同一条滑移线上的积分常数相等。

2）在某个应力场中，如果 为常数，则该应力场
为均匀应力场，两族滑移线均为直线。

3）在某个应力场中，如果一族滑移线为直线，另
外一族为曲线，则在这一族直线滑移线上的 p 为常

数，不同直线族滑移线上的 p 不同，这种应力场为
简单应力场。

3 计算过程

3.1 基本假设

张学言[ 1 ]运用滑移线理论和摩尔库伦屈服准则

研究了浅基础的承载力。本文借鉴该方法，对端阻

力进行分析。图 2为桩端滑移线网，并且对桩端以下
土作如下假设：

1）桩端土体是均匀的，各向同性。

2）桩端土满足统一强度理论。

3）通过滑移线网确定桩端破坏区域以及弹塑性
状态。对于岩土体材料来说，其拉压强度不等，滑

移破坏大都呈明显的非正交特性，即两族滑移线之

间的夹角不等于 45°。

3.2 计算过程

1）在AD边界上有 n=q= h（h为上覆土层厚度），

n=0，=0，本区在桩端力的作用下，有向上隆起的趋
势，故为被动破坏区。从而得到被动破坏区边界条件

为： n=0， n= h， ， 。将这些边

界条件代入式（15），得 ，从而有

            。                      （16）

联立式（14）与式（16），解得

                 。

2）在桩端与桩端土接触面AA′线上有边界条件：

n=pu
（pu
为桩端阻力），

n=Rcos2 ，=0。假设基底处
的大主应力与 y轴夹角 = 0

（
0
为桩端处与某种粗糙

度时大主应力与 y轴的夹角，是一个定量）。联立AA′
线的边界条件和式（15）可得 p=pu-Rcos2 0

。结合

可得

                。                    （17）

联立式（14）和式 （17），得

a）作用力与坐标轴的方位关系

b）摩尔应力圆

图1 塑性边界条件

Fig. 1 Plastic boundary conditions

图2 桩端滑移线网

Fig. 2 Pile end slip line network
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       。

根据滑移线的基本性质 1），同一条滑移线上的
积分常数相等，有

         

从而得

      。

当计入桩基土自重产生的承载力后，该公式的

完整形式变为

，

                                                                                             （18）
式中：B为基础宽度；

，其中 为被动土压力

系数，可由JGJ 94—2008《建筑桩基技术规范》查得。

3）在 II区土体处于塑性平衡状态，该区滑移线
场为对数螺旋曲线，曲线方程为

                               ，                               （19）

式中 ′为 AB′与 AC之间的夹角。
在桩端不光滑的情况下，桩端土体会由于桩

端摩擦而产生一个弹性楔形体，楔形体如图 2中的

AA′B′。其中楔形体的边界AB′既是一条滑移线，也是
弹塑性分界面，它与基底之间的夹角（图2中A′B′与

A′A之间的夹角）可以表示为 ，是大主

应力方向与 y 轴之间的夹角。
由图 2中三角形 AA′B′的几何关系可得

       
。

因 AB′与 AC之间夹角为 ，将 及求

得的 r0
代入式（19）得

             
。

至此，桩端滑移线网络全部确定。

4）对于不完全粗糙基础0< < t
，（ 为基础和土

体接触面的摩擦角），不完全粗糙基础摩尔圆如图 3
所示[10]。根据图 3，在基础与土体接触面处有

              ，                       （20）

式中 。

从而可得

                       。                      （21）

当m取 1时，可由图 3中应力关系推导出
                     xy = -2 R sin 2 ，                         （22）
                R = ct cos t + p sin t

。                    （23）
将式（22）和式（23）代入式（21），得

                     。                   （24）

由此可根据桩端摩擦角 求出 。

4 算例验证及结果分析

假设有一直径为 400 mm的圆柱形桩基础，打入
均质黏性土6 m，黏性土容重为20 kN/m3，c0=20 kPa，

0=30°。在参数 b取不同值的情况（即中间主应力取
不同值）下，分别运用本文公式（18）以及传统端阻
力计算公式求解桩端阻力，计算结果见表 1，表 1中

t
和 ct

由式（5）和式（6）得出。

应用传统 Terzaghi公式计算得到桩端阻力的值
为 2 808.29 kPa。表 1中参数 b取 0（即不考虑中间主
应力）时桩端阻力为 2 895.98 kPa，两者结果十分接
近，证明了该公式的准确性。由表 1可知，当 b值增
大时，桩端阻力增大，这表明中间主应力对桩端阻

力的影响十分明显。

在中间主应力影响因素一定（即 b为定值，表 2
中 b均取 1）的情况下，通过改变桩端与土体接触面
之间的摩擦角 来表征基底粗糙程度的变化，由式

图3 不完全粗糙基底与土体接触面的摩尔圆

Fig. 3 Mohr circle of incomplete rough
substrate and soil contact surface

表1 不同b值的桩端阻力计算结果
Table 1 Calculating results of pile end resistance of

different values of b

b
0 0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

t （°）

30.00
31.45
32.58
33.10
34.23
34.85

ct  kPa
20.00
21.15
21.83
22.55
23.57
24.12

桩端阻力 pu  kPa
2 895.98
3 409.52
3 853.14
4 165.37
4 733.47
5 104.52
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（18）计算桩端阻力，计算结果见表 2，表 2中 由式

（24）得出。

由表 2可知，当桩端与土体接触面摩擦角为0时，
由式（18）计算桩端阻力为2 895.49 kPa，而用Prandtl
公式计算出的桩端阻力为 2 794.50 kPa，二者结果相
近。当增大接触面摩擦角时，表示桩端粗糙程度增

大，由式（18）计算的桩端阻力值也增大，表明桩端
粗糙程度对桩端阻力的影响明显，并且随着桩端粗

糙程度的增大而增大，这与实际情况相吻合。

5 结语

本文基于统一滑移线场理论，给出了不完全摩

擦型桩基的桩端阻力计算公式（18），该公式在基底
完全光滑时可以退化成 Prandtl公式。
采用经典的Terzaghi公式计算得到的桩端阻力比

用本文公式（18）计算的结果稍小，说明Terzaghi公
式计算结果偏于保守。在考虑中间主应力作用的条

件下，桩端阻力随着中间主应力系数的增大而增大，

将这一结论运用于工程实践中，可提高经济效益。

不完全摩擦型桩的桩端阻力随着桩端摩擦角的

增大而增大，不再局限于完全光滑与完全粗糙两种

假设，能够灵活地应用于各种工程实际情况。
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表 2 不同粗糙度的桩端阻力计算结果

Table 2 Calculation results of pile end
resistance of different roughness

接触面摩擦角

 （°）

3 0
2 5
2 0
1 5
1 0
0 5
0 0

大主应力与 y 轴的夹角

 （°）

-60.00
-41.28
-31.60
-23.10
-15.17
0-7.52
0 0.00

桩端阻力

pu  kPa
4 712.41
4 688.83
4 444.54
4 115.14
3 735.38
3 322.67
2 895.49


