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摘 要：定义了特殊拟 -双对角占优矩阵，给出了严格特殊拟 -双对角占优矩阵的等价表征。由此得到
非奇异H-矩阵的判定条件，并用数值例子说明了判定条件的有效性。
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Abstract：The special -double diagonally dominant matrix is defined, and an equivalent representation for strictly
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0 引言

非奇异H-矩阵是计算数学、数学物理、控制理
论、电力系统理论、经济数学等领域中具有广泛应

用的重要矩阵类。在实际应用中，如何简便地判别

一个矩阵是否为非奇异H-矩阵，一直是学者们关注
的热点问题。众所周知，对角占优矩阵、双对角占

优矩阵、按回路对角占优矩阵、 -对角占优矩阵、 -
双对角占优矩阵、按回路 -对角占优矩阵以及相应
的不可约及非零元链形式等均为非奇异H-矩阵。
近年来国内外学者做了不少工作，提出了一些

实用的判定非奇异H-矩阵的条件[1-12]。本文将定义

特殊拟 -双对角占优矩阵，给出严格特殊拟 -双对
角占优矩阵的等价表征，由此得到非奇异H-矩阵的
判定条件，从而推广了文献[1-12]中的定理 2，并用
数值例子说明判定条件的有效性。

1 预备知识

设 为 n阶复方阵，记

          ， ；

， ；
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。

若 (i∈N)，则称A为（严格）对角
占 优 矩 阵 ， 记 为 A ∈D 0 ( A ∈D ) ； 若

，则称A为（严格）

双对角占优矩阵，记为A∈DD0(A∈DD)；若存在一
正对角阵X=diag(x1, x2, …, xn)，使AX∈D，则称A为
广义严格对角占优矩阵，记为 [2-3]。

众所周知，H-矩阵也可等价地定义为广义严格
对角占优矩阵。因为非奇异H-矩阵主对角元素非零，
所以本文总假定所涉及矩阵主对角元素 a i i

≠ 0 且
。

定义 1 设 ，若存在某一参数

，使

，

则称 A 为（严格） - 双对角占优矩阵，记为

；

若存在一正对角阵X=diag(x1, x2, …, xn)，使

                            ，

则称A为广义 -双对角占优矩阵，记为 。

定义 2 设 ，若

                       ，

则称 A为特殊拟对角占优矩阵，记为 ；

若 ，

则称 A为特殊拟双对角占优矩阵，记为 。

定义 3 设 ，若存在某一参数 ∈

[0, 1]，使

，

则称 A 为特殊拟 - 双对角占优矩阵，记为

。

引理1[5-9] 设 ，若 ，则

A为非奇异H-矩阵。

2 主要结论

引理 2 设 ，若 ，则A
为非奇异H-矩阵。
证 取正对角阵 X=diag(x1,  x2,  …,  x n)，其中

，并记B=AX=(bij)，则对任意i∈N有

                                     bii=Ri(A)；

   ；

   。

由 易知

     。

由定义 1及引理 1可知 B为非奇异H-矩阵。又
由H-矩阵的等价定义可知，存在正对角阵X1

，使得

A(XX1)=AXX1=BX1
为严格对角占优矩阵。显然XX1

仍

为正对角矩阵，故 A为非奇异H-矩阵。

注意 当 =0( =1)时， 均为

非奇异H-矩阵，所以下文中只对 ∈(0, 1)进行讨论。
记

；

；

；

；

；

           

显然有M=M1
∪M2

∪M3
∪M4

∪M5
∪M6

。

记

                         ，

                        ，

                        ，

则
ij= ij ij

。

2
记

                     ，

                    ，

                    ，

则
ij=xijyij

。

因此有
ij> ij>1，ij> ij>1，ij>xij>1，ij>yij>1。

定理 1 设 ，且M6= ，如果M1, M2

至少有一个为空集，则 。
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证 有以下 3种情况：
情形1 若M1

≠ ，M2= ，则对任意的(s, t)∈M1
，

取 ，则有

情形2 若M1= ，M2
≠ ，则对任意的(i, j)∈M2

，

取 ，则有

情形 3 若M1=M2= ，则对任意的
，取 ∈(0, 1)，总有

从而根据定义 3知 。

定理 2 设 ，且M6= ，如果M1, M2

至少有一个为空集，则 A为非奇异H-矩阵。
证 由定理 1和引理 2知结论成立。
下面的讨论中总假定M1

≠ ，M2
≠ 。

定理 3 设 ，则 的充分

必要条件是M6= ，且

      。                （1）

证 先证必要性。

由定义 3，显然有M6= ，且存在 ∈(0, 1)使得

对任意的(s, t)∈M1
，有

                    ，

所以

             
，

即

                        。

又因为
st>1，则

                。

对任意的(i, j)∈M2
，有

                        ，

所以

,

                。

又因为
ij>1，则

        。

综上所述，有

，

即式（1）成立。
再证充分性。

由式（1）及指标集M1
，M2

的取法可知，必存在

常数 ，满足

                             
 （2）

由式（2）中的 ，以及任意的(i, j)∈

M2
，

ij=xijyij>1，得

       。

由式（2）中的 ，以及对任意的(s, t)∈

M1
，

st= st st>1，得

      。

又对任意的 ，及任意的 ∈

(0, 1)，则必有

     。

综上所述根据定义 3知 。

定理 4 设 ，且M6= ，如果矩阵A
满足不等式

          ，

则 A为非奇异H-矩阵。

证 由定理 3知 ，再由引理 2知A为
非奇异H-矩阵。

3 数值算例

例1 设 ，试判断A是否为非
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奇异H-矩阵。
解 由矩阵 A可得：
R1(A)=1.4，R2(A)=0.2，R3(A)=1。
令正对角矩阵X=diag(1.4, 0.2, 1)，并根据本文的

记号有：

         P1(A)=1.24，P2(A)=0.24，P3(A)=1.04；

          Q1(A)=1.12，Q2(A)=0.1，Q3(A)=1.3。
显然不满足文献[1-12]中定理 1和定理 2的条件，因
此无法判断出 A是否为非奇异H-矩阵。
经计算可得：

           

      。

由此可知矩阵A满足定理 4的条件，所以A为非
奇异H-矩阵。
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