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摘 要：在不含单位元的情况下，通过半群 S和 T的子半群 ，给出了广义左Clifford半群的

半直积的刻画，得到了 2个半群的半直积为广义左Clifford半群的充要条件。
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Abstract：Without identity elements, discusses semidirect products of generalized left clifford semigroups through

subsemigroups  of semigroups S and T, and obtains sufficient conditions that the semidirect products of two

semigroups are generalized left clifford semigroups.
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1 背景知识

1983年W. R. Nico在文献[1]中刻画了半直积的正
则性，1989年T. Saito在文献[2]中给出了纯正半群半
直积的刻画，后来，张玉芬在文献[3]中就左Clifford
拟正则半群刻画了这一问题。以上这些工作都是在

含幺半群的情况下进行的，本文在去掉幺元的情况

下，讨论广义左Clifford半群的半直积问题。
定义 1[1] 设 S和T为半群，End(T)是T的自同态

半群，：S→End(T)，s→ (s)是给定的半群同态映射。
对每个 s S和 t T，用 ts表示 t在 (s)下的像 t (s)。显

然，对任意的 s , s 1, s 2 S，t , t 1, t 2 T 有

。半直积 是集合 关

于如下定义的乘法作成的一个半群：

。

本文中对于半群 S，用Ｅ(S)表示 S的幂等元素
集，对任意的 s S，V(s)表示元素 s的逆元集。
定义 2[4] 设S为正则半群，若对任意的 a S， 有
，则称 S为左Clifford半群。

定义 3 设 S为完全正则半群，若对任意的 e, f
Ｅ(S)，存在n Z+，使(efe)n=(ef)n，则称S为广义左Clifford
半群。

2 半直积

引理 1 设 S, T为半群，：S→End(T)，s→ (s)
为给定的半群同态映射，半直积 是广义左

Clifford半群，则有

1）对任意 ，S和T e均是广义左Clifford半
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群，其中 ；

2）对任意 ，t T若 t et =t，则 t e=t；

3）对任意 ，t T则 t e=t；

4）对任意 s S，t T，存在 t1 V(t)使 。

证明 1）对 s S，t T，由于 是广义左

Clifford半群，则 ，使

故

ss1s=s, ss1=s1s，
从而 S 为完全正则半群。
对 s Ｅ(S)，显然 T e是 T的子半群。
对 s Ｅ(S)，由于 是广义左Clifford半群，

则 使

即

故

s2 =e-1=e，t =t et2
et，t et2=t2

et。
从而

t e =t et2
et e，t et2

e =t2
et e，

所以 T e为完全正则半群。

对 e, f Ｅ(S)，t, u Ｅ(T)，有

。

由于 是广义左Clifford半群，则存在 n Z+使

，

故 ，从而 S为广义左Clifford半群。

对 e Ｅ(S)设 ，则

。

由于 是广义左Clifford半群，则存在 n Z+使

，

故 ，从而 T e为广义左Clifford半群。

2）对任意 ，t T，由 t et =t可知 ，

且 。

由于 是广义左Clifford半群，则存在n Z+使

，

即

故 ，所以 t e=t。

3）对任意 ，t T，由于 是广义左

Clifford半群，则 使

                                   （1）

即

故

由结论 2）知 ，即 t 
et2 = t2

et e 且 t 
e
 = t 

et2
et e，

所以

               （2）

由式（1）和式（2）知 ，所以 t 
e
 = t。

4）对 s S，t T，由于 是广义左Clifford半

群，则 使

即

故

由结论 3）知

，

即

。

令 t1=t2
s，显然 ，且满足 。

证毕。

定理1 设S, T为半群， : S→End(T)，s→ (s)是

给定的半群同态映射，则半直积 是广义左

Clifford半群的充要条件是：

1）S和 T均是广义左Clifford半群；

2）对任意 ，t T，则 t e=t；

3）对任意 s S，t T，存在 使 。

证明 先证必要性，
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由引理 1的 1）和 3）可得定理 1的 1）。

2）和 3）的证明与引理 1的 3）和 4）相同。
再证充分性

对 ，由条件 3）知， 使

。

再由条件 2）知，

即

所以 为完全正则半群。

对 ，有 。

由条件 2）知，有 。

由条件 1）知，存在 n1, n2 Z+使

           
令 n=n1n2

，则

再由条件 2）知，

即

         。

所以 是广义左Clifford半群。
定理证毕。
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