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摘 要：在收敛系统和 混合序列情形下，研究了固定设计下非参数回归模型中的回归函数估计。在误

差为收敛系统时，得到了较弱矩条件下该估计的收敛速度；在误差为同分布 混合序列时，得到了该估计的

收敛速度。
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Abstract：Under convergence system and  mixing sequence, the estimate of regression function in the designed
nonparametric regression model is investigated. In the error convergence system, the convergence speed of the estimate is
obtained under weak moment conditions, and in the error distributed  mixing sequence, the convergence speed of the
estimate is obtained.
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1 研究背景

考虑如下非参数回归模型：
，i=1,2,…,n。                 （1）

式中：x1, x2,…, xn
是固定非随机设计点；

y1, y2,…, yn
是观测值；

g(·)是定义在[0,1]上的未知函数；
为一均值为零的随机误差序列。

定义 1 设 是一个随机变量序列，若对任何

满足 的数列 ， 以概率 1 收敛，则称

为一收敛系统。

收敛系统是界定误差序列的一个较弱的要求。

特别地，均值为零、方差有界的独立同分布随机变

量序列是一收敛系统；均值为零、方差有界的鞅差

序列也是一收敛系统[1]。

收敛系统具有如下性质 1。
性质 1 若 为一收敛系统，则 也是一收

敛系统。

证明 由收敛系统的定义可知，对于任何满足

的数列 ， 以概率 1收敛。

由于数列 的任意性，若取
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显然有 ，那么 以概率 1 收敛，由于

，可知 也以概率 1收敛。

证毕。

以上为收敛系统误差，下面引入另一类误差，即

同分布 混合序列误差。

设 是概率空间 上的

随机变量序列， 为 -域，在 中

给定 -域 ， 令

，

其中

为相关系数。

R. C. Bradley[2]首次在概率空间系统中引入如下相

依系数：

对于有限子集合 S,T,k≥ 0，令

，

显然有

0≤ (k+1)≤ (k)≤1，
且 (0)=1。
定义 2 对于随机序列 ，若存

在 k N，使得 (k)≤ 1，则称 是 混合序列。

对于独立随机变量序列，显然有 (k)=0≤ 1，所
以独立随机变量序列是 混合序列的特殊情形。 混
合序列要求对某距离为 k 的任意有限子集之间的相
关度不大（相关系数要求小于 1），这是一种很弱的
相依性要求，因此，混合序列是一类很广泛且很有

研究价值的随机变量序列。自从R. C. Bradley[2]在其

研究报告中引入 混合序列的概念以来，引起了许多

相关学者的关注，有关 混合序列极限理论的研究已

经取得了不少成果[3-6]。

对于模型（1）中的未知函数 g(·)，定义 g的估
计为

  ，                         （2）

式中 是非负权函数。

对于 性质方面的研究，已经获得了较多的

成果[7-10]。而该方面研究的一个重点是对于各种不同

误差情形进行讨论，科研工作者们在NA序列[7]、鞅

差序列[8]、混合序列[9]和独立序列[10]等情形下，都获

得了很好的研究结果。但是到目前为止，对于收敛

系统和 混合序列情形下的收敛速度还未见报道，因

此，本文将在误差为收敛系统和 混合序列的两种情

形下，给出式（1）所示非参数回归模型的估计收敛
速度。

2 主要结果与证明

为了得到本文的主要结果，需给出条件 1和 2所
示假设。

条件1 g(·)在[0,1]上满足一阶李普希茨条件，即
对于任意的 t1, t2 [0,1]，存在绝对常数 L，有

。

条件 2 当 n充分大时，Wni(·)满足

i） ；

ii） ，

其中 ；

iii） ， 

其中 C 表示与 n 无关的绝对正常数，在同一式子中
不同位置的 C 的值可能不同；
ⅳ) 存在绝对常数M >0，使得对于任意 x ,y [0,1]

及 n≥ 1，都有

。

上述关于 g(·)和Wni(·)的条件是一种较为基本的
假设，已被许多文献所采用[8, 11]。

下面就模型（1）给出本文的主要结果。
引理1 若 是一收敛系统，且条件2中的 i）满

足，则

  

证明 由条件 2，有

，

故而

。

由收敛系统的定义可知， 以概率 1

收敛，那么，

引理 1得证。
引理 2[8] 若条件 1和 2全部满足，则

。

证明 具体参见文献[8]中引理 3.4的证明，本文
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从略。

定理 1 设在模型（1）中，误差为收敛系统，若
条件 1和 2都满足，则

                   （3）

证明

  

       
。

由引理 1，知 ，

由引理 2，知 ，

故式（3）成立。
定理 1证毕。
引理 3 [3] 设 为同分布 混合随

机变量序列，

， ，0＜ ≤ 1，

， ，

，

则 。

证明 参见文献[3]中第 232-233页，本文从略。
定理 2 设在模型（1）中，误差为同分布 混合

序列，若条件 1和 2都满足，且 ，则

。

证明 关键在于证明

   

令 ，

那么

，

，

在引理 3 中，取

， ，

则有

，

故

剩余部分与定理 1 的证法相同，此处从略。
定理 2证毕。
引理 4[12] 设 是随机变量序列，对某个正数

p≤ 1和 n N有 。

记 ，且 。

设 (x)满足：存在 x0>0时，当 x>x0
时大于 0且非

降，且级数 收敛，则

 

证明 参见文献[12]第 270页，本文从略。
定理 3 设在模型（1）中，若误差满足

     ，

   ，

且条件 1和 2都满足，则

证明 在引理 4中，取
，

可得

    

又由条件 2中的 i）可知，此时

剩余部分与定理 1 的证法相同，此处从略。
定理 3证毕。

3 结论

在非参数回归模型已有研究成果中，文献[10]要
求误差高于二阶矩存在时，模型才能达到收敛速度

；而文献[7]和[8]均要求误差高于三阶矩存在

时，模型才能达到收敛速度 ；文献[6]仅在三

阶矩存在的情形下，模型才能达到本文的收敛速度

。而在本文的研究中，模型在较弱的收敛系

统误差序列条件下，即得到了回归函数估计的较快
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的收敛速度 ；同时，在较弱的同分布 混合误

差序列条件下，也得到了回归函数估计的收敛速度，

即

， 。

因此，本文在两类误差下对回归函数估计的收敛速

度研究是有意义的。

事实上，定理 3的证明只要误差序列满足一些矩
的条件即可。
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