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摘 要：提出了一个合作参与者数 T是随机变量的广义合作网络模型，新参与者以概率 p随机选择 T-1
个合作者，以概率 1-p择优选择 T-1个合作者。通过节点度变化满足的马尔可夫性质，利用马尔可夫链的方
法和技巧得到了度分布的精确解析表达式。概率 p的取值决定了此广义合作网络的无标度特性，当 p<1时是
无标度网络，且标度指数是参数 p 的函数。
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The Degree Distribution of Generalized Collaboration Network with Mixed Attachments
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Abstract：Proposes a generalized collaboration network which the number of collaborators T is a random variable, the
new member with probability p chooses T-1 collaborators randomly and with probability 1-p chooses T-1 collaborators
preferentially. Through node degree changing, meets Markov property, and by means of Markov chain theory obtains
accurate analytic expression of degree distribution. The value of the parameter p determines the scale-free property of this
generalized collaboration network, and when p<1, the network is scale-free and the scale exponent is a function of p.
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0 序言

在社会科学中，合作网络被定义为由参与者通

过某些合作关系而相连的一种网络，它是由许多完

全图组合而成的。科学家们做了大量的与合作网络

相关的实证研究工作，包括科学合作网络[1-2]、个体

之间友谊网络[3]、电影演员合作网络[4]。有必要指出

的是，合作网络已经不仅仅局限于社会网络内，譬

如软件合作网络[5]、生物系统网络[6- 9]等也可能出现

合作网络的概念。J. P. Onnela等[10]研究了包含 460多

万个节点的移动电话通信网络。

张培培等[11]研究了广义合作网络，网络构造如

下：“设初始 t=0时有m0
个顶点，已经连接成若干个

完全图项目，它们的项目度 hi0
之和为 h0

。每时间步

网络增加一个新节点，然后，按照一定的规则选取

T-1个（T为常数）旧节点，把这 T-1个旧节点与这
个新节点（共 T 个节点）中两两之间尚未连接的边
都连上，构成一个新的完全图”。利用平均场方法得

到网络的度分布，并且讨论了网络的同类性、群落、

层次以及交连度等问题。黄相森等[12]讨论了合作网
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络的分类问题。赵清贵等[13 ]用概率的方法给出了度

分布的精确解析结果。

合作网络的提出为研究现实的合作关系提供了

一个新视角，在上面的合作网络中，每个项目都含

有相同数目的参与者（T为常数）。现实中项目的参
与者数量可能随情况的变化发生变动，如每个电影

中演员的数量，科研论文中引用文章的数量等都不

是固定不变的。为此，本文提出一个项目参与者数

T是随机变量的广义合作网络模型，新节点以概率 p
随机选择合作点，以概率1-p择优选择T-1合作节点。
利用马尔可夫链的方法和技巧得到了度分布的精确

解析表达式，分析了此广义合作网络的无标度特性，

并且对两个相邻节点项目度的相关性进行了分析。

1 模型描述

项目参与者数 T 是随机变量的混合连接广义合
作网络模型构造如下：

1）增长 初始时刻 t=0，图G0
为包含m0

个节点

的完全图。每个时间步，网络增加一个新节点 t；

2）混合连接 在时刻 t，新节点 t在图Gt-1
中以

概率 p随机或以概率 1-p择优选择 T-1个节点，然后
把这 T个节点中两两之间尚未连接的都连接一条边，
这样就构成图Gt

，其中，T为随机变量，其分布列为

P(T=i)=pi, i=2,3,…,m(m<m0)。
对于上面的模型，若 p=1，新节点与随机选择的

节点合作；若 p=0，新节点与择优选择的节点合作。

2 项目度分布分析

由 此 广 义 合 作 网 络 的 演 化 机 制 ， 易 知

是一个非齐次马尔可夫链，由大数定理，

知 ，其中M为随机变量T的期
望。从而当 t充分大时，h0+T1+T2+…+Tt

≈ h0+Mt。令

为 t时刻节点 i（在时刻 i加入到网络中的节点）

得到一条新连边的概率，即节点 i增加一个项目度的
概率。根据全概率公式，有

  
（1）

从而马尔可夫链 的转移概率可表示如下：

    
   （2）

由广义合作网络的构造知，网络中节点的度数

最小为 1，度数不会减小且每步至多增加 1。

引理 1 极限 存在且与初始网络无关，

极限记为 P(1)，且有

  
。          （3）

证明 由 的转移概率及 P(1, t+1, t+1)得

，

解这个差分方程可得

。

由 Stolz定理得

        
。

从而引理得证。

对于项目度数为 h的节点，可能由那些度数为 h
的节点不参加项目，或由那些度数为 h- 1的节点参
加一个新的项目而得到。从而可得引理 2。

引理 2 当 h>1时，若极限 存在，则

极限 也存在，记为 P(h)，且有

    
。   （4）

证明 由 的转移概率 P(h, t+1, t+1)=0得

。

同引理 1得

。
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从而引理得证。

定理 3 项目参与者数 T是随机变量的混合连接
的广义合作网络的稳态度分布存在，且项目度分布

有如下的表达式：

当 p=1时，

                  ；                       （5）

当 p<1时，

 
    

（6）

式中 

证明 根据引理 1和引理 2，知此广义合作网络
的稳态度分布存在。由公式（3）及（4）可得公式（5）
与（6）成立。当 p=1时，此广义合作网络不是无标

度的；当 p<1时，P(h)服从度指数

的幂率分布，即此时的网络是无标度的。

定理得证。

3 结语

本文提出了一个项目参与者数 T 是一个随机变
量广义合作网络模型，新参与者以一个混合连接方

式选择合作者。通过节点的项目度满足的马氏性，利

用马尔可夫链的方法和技巧证明了该广义合作网络

的稳态度分布是存在，并且给出了项目度分布的精

确解析表达式。概率 p 的值决定了网络中节点项目
度的分布形式，仅当 p<1时，该广义合作网络是标度

指数 的无标度网络。在新节点选

择合作者的方式中只要 p<1，就包含了择优的成分，
这时网络就是无标度的，这进一步验证了择优是产

生无标度的必要条件。
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