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摘 要：针对准则值为区间直觉梯形模糊数（IVITFN）的群决策问题，定义了新的区间直觉梯形模糊数
的加性的运算法则；基于这些运算法则，给出了几种区间直觉梯形模糊数信息的算术集成算子，包括区间

直觉梯形模糊数的加权算术平均（IVITFNWAA）算子、区间直觉梯形模糊数的有序加权平均（IVITFNOWA）
算子和区间直觉梯形模糊数的混合集成（IVITFNHA）算子；基于 IVITFNWAA算子和 IVITFNHA算子，提出
了一种准则值为区间直觉梯形模糊数而准则权重确知的群决策方法。最后，实例分析表明了该方法的可行

性和有效性。
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Abstract：For group decision making problems in which the criteria values are interval-valued intuitionistic trapezoi-
dal fuzzy numbers, some new additive operational laws of the interval-valued intuitionistic trapezoidal fuzzy number are
defined, and based on these operational laws, some interval-valued intuitionistic trapezoidal fuzzy number arithmetic
aggregation operators are proposed, such as the interval-valued intuitionistic trapezoidal fuzzy number weighted arithmetic
averaging (IVITFNWAA) operator, the interval-valued intuitionistic trapezoidal fuzzy number ordered weighted averaging
(IVITFNOWA) operator and the interval-valued intuitionistic trapezoidal fuzzy number hybrid aggregation (IVITFNHA)
operator. Furthermore, on the basis of the IVITFNWAA operator and the IVITFNHA operator, an approach is developed for
solving group decision making problems, in which the criteria values are interval-valued intuitionistic trapezoidal fuzzy
numbers and the criteria weight information is known completely. Finally, an example is given to illustrate the feasibility and
effectiveness of this method.
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0 引言

1986年，保加利亚学者K. T. Atanassov[1]将传统

模糊集（fuzzy sets）[2]进行扩展，提出了直觉模糊集

（intuitionistic fuzzy sets）的概念。直觉模糊集同时考
虑了隶属度、非隶属度和犹豫度 3个方面的信息，能
够更加细腻地刻画客观世界的模糊性和不确定性，

在处理不确定性方面比传统模糊集更具有灵活性和

实用性，因而引起了众多学者的关注，并被广泛应

用于决策分析、人工智能、模式识别和智能信息处

理等领域[3-4]。

直觉模糊信息集成算子及其在多准则决策中的

应用是直觉模糊集研究的一个重要分支。文献[4-5]
定义了直觉模糊数的加性的运算法则，给出了几种

直觉模糊数信息的算术集成算子，包括 IFWA算子、

IFOWA算子和 IFHA算子，并提出了准则值为直觉
模糊数的多准则决策方法。1989年，K. T. Atanassov
等人[ 6 ]用区间数表示隶属度和非隶属度，将直觉模

糊集扩展至区间直觉模糊集。文献[7-8]定义了区间
直觉模糊数的加性的运算法则，给出了几种区间直

觉模糊数信息的算术集成算子，包括 IIFWA算子、

IIFOWA算子和 IIFHA算子，并提出了准则值为区间
直觉模糊数的多准则决策方法。2007年，刘峰等人[9]

用三角模糊数表示隶属度和非隶属度，将直觉模糊

集进一步扩展至模糊数直觉模糊集。文献[10]定义了
模糊数直觉模糊数的加性的运算法则，给出了几种

模糊数直觉模糊数信息的算术集成算子，包括

FIFWA算子、FIFOWA算子和 FIFHA算子，并提出
了准则值为模糊数直觉模糊数的群决策方法。

文献[11-13]将直觉模糊集从另一个方向进行扩
展，即把论域的离散集合扩展到连续集合，提出了

直觉三角模糊数[11 ]、直觉梯形模糊数和区间直觉梯

形模糊数（interval-valued intuitionistic trapezoidal fuzzy
number，IVITFN）[12]等概念。文献[11]定义了直觉三角
模糊数的 4种运算，并将其应用于故障树分析。文献

[13- 14]定义了直觉梯形模糊数的加性的运算法则，
给出了几种直觉梯形模糊数信息的算术集成算子，

包括 ITFWAA算子、ITFOWA算子和 ITFHA算子，并
将它们应用于多准则决策中。文献[15]定义了 IVITFN
的加性的运算法则，给出了 IVITFN的加权算术平均
（IVITFNWAA）算子，并提出了准则值为 IVITFN的
多准则决策方法。文献[16]针对准则值为区间直觉梯
形模糊数且准则权重为区间数的多准则决策问题，

提出了一种基于分式规划的多准则决策方法。

现有 IVITFN的加性的运算法则及其相应的加权

算术平均算子均存在不足，同时，一些大型或重要

的决策往往需要多个决策者的共同参与，而目前尚

未有基于区间直觉梯形模糊数的群决策方法研究的

报道。为此，本文定义了新的 IVITFN的加性的运算
法则，并基于这些运算法则，提出了几种新的IVITFN
信息的算术集成算子，包括 IVITFN的加权算术平均
算子、有序加权平均算子和混合集成算子，进而在

群体决策情形下提出了一种准则值为 IVITFN而准则
权重确知的群决策方法。

1 IVITFN及相关定义

定义 1 [12- 16] 设 是实数集上的一个正规的凸子

集，其隶属函数为

其非隶属函数为

式中： ，a, b, c,d∈R，

则称 为直觉梯形模糊数。当 b=c
时，直觉梯形模糊数退化为直觉三角模糊数。

记 ，则 表示 的犹豫度，其值越

小，代表模糊数越确定。如果 和 都为区间[0, 1]上

的闭子区间，则称 为区间直觉梯形模糊数（IVITFN）。

记 ，

则IVITFN可记为 。不

妨设IVITFN中的梯形模糊数均已利用文献[15]的方法
进行了规范化（由规范化的知识可知，这时的梯形

模糊数是正的），本文中均指此类 IVITFN，且设Θ为
全体 IVITFN的集合。

为了方便，根据文献[17]，记 表示梯形模糊

数[a, b, c, d ]的期望值，则

。                        （1）

文献[15]根据区间直觉模糊数的得分函数和精确
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函数[7]以及梯形模糊数的期望值计算公式（1），定义

了 IVITFN的得分函数 S 与精确函数H ，并相应

给出了一种 IVITFN的比较与排序方法。

定义 2 [ 1 5 ] 设 为

IVITFN，其得分函数 S 与精确函数H 分别为：

    ，               （2）

   。              （3）

定义 3 [15] 设

和 是任意 2 个

IVITFN，则

1）若 ，则 小于 ，记作 ＜ ；

2）若 ，当 时，则

等于 ，记作 = ；当 时，则 小于

，记作 ＜ 。

文献[15]定义了一种 IVITFN的加性的运算法则：

定义 4[15] 设

和 是任意 2 个

IVITFN，则

1）

  

2）

分析可知，该定义存在不合理之处。例如，设有2

个 IVITFN 与 ，

按照定义 4 得它们的和为 ，

其中的隶属度由区间数[1,1]和[0,0]变为[1,1]，非隶属度
由区间数[0,0]和[1,1]变为[0,0]，这与人们的直觉不相

符。又如，设有2个IVITFN
与 ，按照定义 4得它们的

和为 ，其中的隶属

度由[0.5,0.5]和[0.4,0.4]放大为[0.7,0.7]，非隶属度由[0.3,
0.3]和[0.2,0.2]缩小为[0.06,0.06]，这个结果也不太合理。
为此，本文进行改进，给出 IVITFN的如下运算法则：

定义 5 设

和 是任意 2 个

IVITFN，则：

1）

2） =
。

易知，定义5中的所有运算结果仍为 IVITFN，且
满足：

1） ；

2） ；

3） ；

4） 。

按照定义 5，有

 

显然，这些结果比较符合人们的直觉，故定义 5
中 IVITFN的运算法则比定义 4的运算法则更合理。

2 IVITFN的算术集成算子
为便于对 IVITFN信息进行集成，基于定义 5给

出的 IVITFN的运算法则，以下给出 IVITFN的 3种算
术集成算子，即 IVITFN的加权算术平均（interval-
valued intuitionistic trapezoidal fuzzy number weighted
arithmetic averaging，IVITFNWAA）算子、IVITFN的
有序加权平均（interval-valued intuitionistic trapezoidal
fuzzy number ordered weighted averaging，IVITFNOWA）
算子和 I V I T F N 的混合集成（i n t e r v a l - v a l u e d
intuitionistic trapezoidal fuzzy number hybrid aggregation，

IVITFNHA）算子。

定义 6 设

为一组 IVITFN，且设 IVITFNWAA：
，若
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（4）

式中 为 的加权向

量 ， ， 则 称 函 数

IVITFNWAA为IVITFN的加权算术平均算子，简称为

IVITFNWAA算子。特别地，若 ，

则相应的 IVITFNWAA算子退化为 IVITFN的算术平
均（IVITFNAA）算子

                   （5）

根据定义 5，对式（4）进一步推导，可得：

定理 1 设

为一组 IVIT FN， 为

的加权向量， ，

，则由式（4）集成得到的结果仍为 IVITFN，

并且

       

（6）

证明 显然，由式（4）集成得到的结果仍为

IVITFN。下面用数学归纳法证明式（6）。

1）当 n=2时，由于

则

2）假设当 n=k时，式（6）成立，即

则当 n=k+1时，由定义 5可得：
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即当 n=k+1时，式（6）成立。
综合1）和2）可知，对一切n∈N，式（6）成立。
注：IVITFNWAA算子改进了文献[15]中提出的

IVITFN的加权算术平均算子，同时将IVITFNWAA算
子应用于文献[15]的实例中，得到了同样的结果，可
知 IVITFNWAA算子是有效的。
定义 7 设

为一组 IVITFN，且设 IVITFNOWA： ，若

       ，           （7）

式中： 是与函数 IVITFNOWA相关

联的加权向量， ；

是(1,2,…,n)的一个置换，使得

对任意 j，都有 。

则称函数IVITFNOWA为IVITFN的有序加权平均
算子，简称为 I V I T F N O W A 算子。特别地，若

，则相应的 IVITFNOWA算子退

化为 IVITFN的算术平均（IVITFNAA）算子。
定理 2 设

为一组 IVITFN，则由式（7）集成得到的结果仍为

IVITFN，且

  

（8）

IVITFNOWA算子的特点是，对

IVITFN

，

按从大到小的顺序重新排序后加权集成，且
j
只与

集成过程中的第 j 位置有关，与元素 没有任何联

系。有关 IVITFNOWA算子的加权向量 ，文献[18]已
对目前主要的赋权方法进行了综述，并给出了一种

基于正态分布的赋权法。

由于 IVITFNWAA算子仅考虑了每个 IVITFN自
身的重要性程度，IVITFNOWA算子仅对每个IVITFN
所在的位置进行赋权，二者均有一定的片面性。为

克服此缺陷，下面给出 IVITFN的混合集成算子。
定义 8 设

为一组 IVITFN，且设 IVITFNHA： ，若

                     （9）

汪新凡，等 基于区间直觉梯形模糊数的群决策方法
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式中： 是与函数 IVITFNHA相关联

的加权向量， ；

是加权的IVITFN组 中

第 j个最大的元素，这里 是 IVITFN
组 的加权向量，wj [0,1] (j=1,2,…,n) ,

，且 n是平衡因子。

则称函数 IVITFNHA为 IVITFN的混合集成算子，
简称为 IVITFNHA算子。
定理 3 设

为一组IVITFN，

则由式（9）集成得到的结果仍为 IVITFN，且有

                                                                                            （10）
定理4 IVITFNWAA算子是IVITFNHA算子的特

例；IVITFNOWA算子也是 IVITFNHA算子的特例。

证明 在IVITFNHA算子中令 (1/n,1/n,…,1/n)T

和 (1/n,1/n,…,1/n)T即可。

显然，IVITFNHA算子同时推广了IVITFNWAA算
子和 IVITFNOWA算子，它不仅体现了 IVITFN自身
的重要性，而且还反映了 IVITFN所在位置的重要性
程度。

3 基于 IVITFN的群决策方法
基于以上分析，利用 I V I T F N W A A 算子和

IVITFNHA算子，下面给出一种群体决策情形下准则
值为 IVITFN，且准则权重确知的群决策方法。

对于某模糊群决策问题，设

为方案集； 为准则集，相应的准则

权重为， ，

； 为 决 策 者 集 ；

为决策者的权重向量， ，

。

设决策者 d t
给出方案 A i

在准则 I j
下的准则值为

，得到的决策矩阵记为

式中

为IVITFN，其中

表示由决策者 d t
给出的方案 A i

在准则 I j
下属于梯形

模糊数 的程度区间，

表示由决策者 dt
给出的方案 A i

在准则 I j
下不属于梯

形模糊数 的程度区间。试确定方

案的排序。

上述问题的决策步骤如下：

Step1 利用文献[15]的方法规范化决策矩阵的

梯形模糊数 为

。不妨将规范化后的IVITFN

仍记为 ，决策矩阵也记为 。

Step2 利用 IVITFNWAA算子

           （11）

对决策矩阵 中第 i 行的准则值进行加

权集成，得到决策者 d t
所给出的方案 A i

的综合准则

值 。

Step3 利用 IVITFNHA算子

  （12）

对 p 位决策者给出的方案 A i
的综合准则值

进行集成，得到方案 Ai
的群体综合

准则值 。式中， 是

与 IVITFNHA算子相关联的加权向量， t
，
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； 是 加 权 的 I V I T F N 组

中第 t 个最大的元素，

是(1,2,…,p)的一个置换，p是平衡

因子， 为决策者的权重向量，

。

Step4 利用式（2）和（3）分别计算方案Ai
的记

分函数值 和精确函数值 。

Step5 根据定义 3对方案Ai
进行排

序，并选择最优方案。

4 实例分析

某个风险投资公司进行项目投资，有 4 个备选
企业 Ai (i=1,2,3,4)，3个一级评估准则：获利能力 I1

、

竞争能力 I 2
和风险承担能力 I 3

，准则权重为

。现有3个专家dt (t=1,2,3)，已知

专家权重为 ，依照评估标准对 4个备
选企业 Ai (i=1,2,3,4)进行评估，经过统计处理后的各
准则下的评估信息用 IVITFN表示（由于所有指标的
量纲一致，不把决策矩阵规范化），决策矩阵见表

1~3，试确定最佳投资企业。

下面利用本文提出的群决策方法求解。

Step1 利用 IVITFNWAA算子，即式（11）对决

策矩阵中 第 i 行的准则值进行加权集

成，得到决策者 d t
所给出的方案 A i

的综合准则值

。

表 1 决策矩阵R(1)

Table 1 Decision matrix R(1)

表 2 决策矩阵R(2)

Table 2 Decision matrix R(2)

表 3 决策矩阵R(3)

Table 3 Decision matrix R(3)
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I1

[5,6,7,8];[0.8,0.9],[0.1,0.1]

[4,5,6,7];[0.7,0.8],[0.1,0.2]

[6,7,8,9];[0.6,0.7],[0.2,0.3]

[5,6,7,9];[0.7,0.8],[0.1,0.2]

I2

[8,9,9,10];[0.7,0.8],[0.1,0.2]

[7,8,8,9];[0.6,0.7],[0.2,0.3]

[7,9,9,10];[0.7,0.8],[0.1,0.2]

[8,8,8,8];[0.8,0.9],[0.1,0.1]

I3

[6,7,7,8];[0.7,0.8],[0.1,0.2]

[7,7,7,7];[0.8,0.9],[0.1,0.1]

  [8,9,9,10];[0.6,0.7],[0.1,0.2]

 [7,8,8,9];[0.6,0.8],[0.1,0.2]

企业

A1

A2

A3

A4

准              则

I1

[6,7,8,9];[0.8,0.9],[0.1,0.1]

 [5,6,7,8];[0.6,0.7],[0.1,0.2]

 [5,7,8,9];[0.7,0.8],[0.1,0.2]

 [6,6,7,9];[0.6,0.8],[0.2,0.2]

I2

[7,8,8,9];[0.6,0.7],[0.1,0.1]

[8,8,9,9];[0.7,0.8],[0.2,0.2]

[8,8,9,9];[0.8,0.9],[0.1,0.1]

[9,9,9,9];[0.7,0.8],[0.1,0.2]

I3

[7,7,7,7];[0.7,0.8],[0.1,0.2]

  [8,8,8,8];[0.8,0.9],[0.1,0.1]

  [7,8,8,9];[0.6,0.7],[0.2,0.3]

  [6,7,7,8];[0.6,0.8],[0.1,0.1]

企业

A1

A2

A3

A4

准              则

I1

[5,6,7,8];[0.7,0.8],[0.1,0.2]

[6,7,8,9];[0.8,0.9],[0.1,0.1]

[4,6,7,8];[0.5,0.6],[0.3,0.4]

 [7,8,8,9];[0.8,0.9],[0.1,0.1]

I2

[6,8,8,9];[0.6,0.7],[0.1,0.3]

[6,7,7,8];[0.5,0.7],[0.2,0.3]

[7,8,8,9];[0.6,0.7],[0.1,0.3]

[7,7,7,7];[0.8,0.8],[0.2,0.2]

I3

[8,8,8,8];[0.8,0.8],[0.2,0.2]

[6,7,7,8];[0.7,0.8],[0.1,0.2]

[6,8,9,9];[0.5,0.7],[0.2,0.3]

 [5,6,8,9];[0.7,0.8],[0.1,0.2]

企业

A1

A2

A3

A4

准              则
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Step 2 利用 IVITFNHA算子，即式（12）对 3
位决策者给出的方案 A i

的综合准则值

进行集成，从而得到方案 A i
的群体综合准则值

，其中 IVITFNHA算子的加权向量可
根据文献[ 1 8 ]中基于正态分布的赋权方法确定为

。

Step3 利用式（2）计算方案 Ai
的记分函数值：

S t e p 4 根据定义 3 对方案进行排序，有
，因此，最佳投资企业为 A4

。

5 结语

针对现有文献中关于 IVITFN的加性的运算法则
存在的缺陷，本文定义了新的 IVITFN的加性运算法
则，并基于这些运算法则，改进了文献[15]中提出的

IVITFN的加权算术平均算子，且另外提出了 2种新
的 IVITFN的算术集成算子，即 IVITFNOWA算子和

IVITFNHA算子，进而基于 IVITFNWAA算子和

IVITFNHA算子，提出了一种准则值为IVITFN而准则

权重确知的群决策方法。该方法可广泛应用于供应

链选择、投资决策、项目评估以及经济效益综合评

价等相关决策中。值得指出的是，IVITFNWAA算子
仅考虑了每个 I V I T F N 自身的重要性程度，

IVITFNOWA算子仅对每个IVITFN所在的位置进行赋
权，而 IVITFNHA算子则同时推广了 IVITFNWAA算
子和 IVITFNOWA算子，它不仅体现了 IVITFN自身
的重要性程度，而且还反映了 IVITFN所在位置的重
要性程度。将 IVITFNHA算子应用于群决策中，能在
一定程度上消除不公正因素的影响，并增加中间值

的作用（一般是对过高或过低的方案综合准则值赋

予较小的权重），从而增强决策结果的合理性。
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