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摘 要：由于传统的拉普拉斯变换在求解 n阶线性微分方程（组）的初值问题时，只对零初始条件可
用，在实际问题中，会遇到非零初始条件的情形，于是提出了含参变量的拉普拉斯变换，它适用于任何初

始条件。利用其变换的特性，得到了一些重要性质和公式，并举例说明其在解线性微分方程（组）以及控

制系统中的应用。
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The Laplace Transform with Parameters and Its Application
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Abstract：As the traditional Laplace transform in solving the initial value problems of n order linear differential
equations is only useful at the zero initial conditions and in practical problems there is non-zero initial conditions, puts
forward the Laplace transform with parameters, which applicable to any initial conditions. Uses its characteristics of the
transformation to get some important properties and formulas, and with examples illustrates its applications in the solution
of linear differential equations and in control systems.
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1 背景知识

在 n 阶线性微分方程及线性微分方程组的初值
问题中，通常用常数变易法[1]先求出其通解，再用初

值条件求出 n个常数C1, C2, …, Cn
的值，从而得到满

足初值条件的特解。在零初始条件时，用拉普拉斯

变换求解[1-6]更简便，即拉普拉斯变换只对零初始条

件可用，对任意初始条件不适用。受文献[7-11]的启
发，笔者对拉普拉斯变换进行了研究，提出含参变

量的拉普拉斯变换，并对其性质和应用进行了探讨，

得出了较广泛的结果。

定义１ 设函数 在区间 上有定义，如

果含参变量 s , 的无穷积分 对 s的某

一取值范围是收敛的，则称 为函数

的含参变量 的拉普拉 斯变换 ，记为

，即
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，

其中： 称为原函数， 称为象函数。含参变量

的拉普拉斯变换的逆变换，记为 ，即

。

定义 1中， ，本文只讨论 时的情形。

定义 2 函数 与 的卷积定义为

             。

2 含参变量的拉普拉斯变换性质

利用定义 1、定义 2和拉普拉斯变换的相关知识，
可得含参变量的拉普拉斯变换的一些性质。

性质 1 如果函数 在区间 上逐段连续，

且存在常数 M > 0，s 0 > 0，使对于一切 t ≥ ，有

，则当 s >s0
时， 存在。

证 当 s>s0
时，则有

。

性质 2（线性性质） 设函数 和 满足性

质 1的条件， , 是常数，则在其象函数的公共定义
域上有

  。

证

  

     

     。

性质 3（相似性质） 设

，a>0，则

。

证 令 at=x，则有

。

性质 4（象函数的微分性质） 设

，则

。

证

               

               。

性质 5 （象函数的积分性质） 设

，则

。

证

。

性质 6（原函数的微分性质） 设

，则

。

证 用数学归纳法证明。

当 n=1时，

。

假设当 n=k时有

；

则当 n=k+1时，有

 。

性质 7（原函数的积分性质） 设

，则

。
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证

。

一般地，

。

证明与性质 7相似。
性质 8 （位移性质） 设

，则

。

证

        

        。

性质 9（延迟性质） 若

，且当 t< 时， =0，则对于任
意非负实数 ，有

。

证

。

性质 10（卷积定理） 若 ，

，则

。

证

。

性质 11（终值定理） 若函数 及其一阶导数

都满足性质 1的条件，则 的终值为

。

证 由微分性质可知

，

两边取极限，得

，

当 时， ，故有

  ，

即 。

因此，利用终值定理可以从像函数 直接

求出原函数 在 时的稳态值。这说明 的

稳态性质，同 在 s=0的邻域内的性质相同。
性质 12（初值定理） 若函数 及其一阶导数

都满足性质 1的条件，则 的初值为
。

证明与性质 11类似。

3 常用含参变量的拉普拉斯变换公式

利用含参变量的拉普拉斯变换的定义和性质，

可推导出常用函数的拉氏变换公式。

1） ；

2） ；

3） ；

4） ；

5） ；

6） ；

7） ；

8） ；

9） ；

10） ；

11） ，其中 为单位脉冲函数。
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4 应用

4.1 求解常系数微分方程（组）

例 1 解方程

， 。

解 对方程两端同时取参数 =1 的拉普拉斯变
换，并整理得

，

故有

。

例 2 解方程组

。

解 对方程组两端同时取参数 =1的拉普拉斯变
换，并整理得

解得

故有

4.2 求解变系数微分方程

例 3 解方程

， 。

解 令 ，对方程两端同时取 =-1
的拉普拉斯变换，并整理得

，

解得

，

其中 C 为任意常数，故有
。

4.3 求系统（或环节）的动力函数

除了用含参变量的拉普拉斯变换求解微分方程

（组）外，还可求出控制工程理论中的动力函数（包

括传递函数）。

4.3.1 动力函数的定义

设系统（或环节）的输入量为 ，输出量为

；则在（ ≥ 0）时刻的初值条件下，输出量的
含参变量 的拉氏变换式 和输入量的含参变量

的拉氏变换式 之比 ，称为该系统（或

环节）的动力函数， 即

。

动力函数是描述系统（或环节）的一个量，它与

系统（或环节）内部结构无关，只与外部变化有关，

即系统（或环节）在某一时刻 的动力函数是与时间

参变量 有关的函数。当 =0时，即在零初始条件下，
系统（或环节）的动力函数就成了系统（或环节）的

传递函数[4-6]，并记为 。

因此，线性系统（或环节）的动力函数与传递函

数的关系为

，

其中 称为该线性系统（或环节）的扰动函数。

显然，扰动函数与该线性系统（或环节）的外部变

化有关。

4.3.2 机械平移系统的数学模型

例 4 图 1表示一个由弹簧和振子组成的机械平
移系统，在外力 作用下，振子产生的位移为 ，

求振子在外力作用下的动力函数。

解 系统输入函数为 ，输出函数为 ，系

统质量为m，根据牛顿定律得振子运动方程为

，             （1）

式中： 为阻尼力， 为弹力。

由于阻尼器活塞和缸体相对运动产生的阻尼力

与运动方向相反，大小与速度成正比，则

，其中 为阻尼系数。若弹簧为线性弹

簧，则 ，其中 k为弹性系数。因此，方

图1 机械平移系统

Fig. 1 Machine translation system
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程（1）化为

。         （2）

在 t= 时刻所对应的动力函数为

，

其中，扰动函数 。

当 = 0 时，即振子在零初始条件下，扰动函数

，传递函数 ，故有

。
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