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摘 要：研究了Szasz-Mirakjan算子的保形逼近、一致收敛等性质，并由V. Totik的逼近定理得出了Szasz-
Mirakjan算子带加权光滑模的逼近阶。利用Devore-Freud逼近理论，得出了 Szasz-Mirakjan算子带普通光滑模
的逼近阶。

关键词：Szasz-Mirakjan算子；加权光滑模；一致收敛；逼近阶
中图分类号：O174.41                    文献标志码：A                        文章编号：1673-9833(2011)02-0005-05

The Maintain Shape Property and Approximation Order
  of Szasz-Mirakjan Operators

Zheng Likai
（College of Mathematics，Inner Mongolia University for the Nationalities，Tongliao Inner Mongolia 028000，China）

Abstract：Studies properties of Szasz-Mirakjan operators, such as maintain shape approximation and consistent
convergence. Obtains the approximation order of Szasz-Mirakjan operators with weighted moduli of smoothness on the
basis of V. Totik′s approximation theory and gets the approximation order of Szasz-Mirakjan operators with general moduli
of smoothness from Devore-Freud′s approximation theory.
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Szasz-Mirakjan 算子是Bernstein型算子中有代表
性的算子，它定义为：

， 。

文献[1-2]对Szasz-Mirakjan 算子的收敛性和逼近
定理进行了研究；文献[3]对Szasz-Mirakjan 算子的线
性组合和导数逼近进行了研究；文献[4 ]对 Sz a sz -
Mirakjan  算子的加权逼近进行了研究。本文讨论

Szasz-Mirakjan 算子的保凸性，保单调性，一致收敛
性，导函数与原函数同时逼近的性质，带修正光滑

模的逼近阶，带普通光滑模的点态逼近阶等问题。

1 Szasz-Mirakjan 算子的保凸性与保

定理1 Szasz-Mirakjan 算子

， ，满足：

1）当 （或 f ( x ) < 0）， 时，有

（或 ）， 。即 Sz a sz -

单调性
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Mirakjan 算子是保单调的。

2）当 （或 ）， 时，有

（或 ）， 。即 Sz a sz -
Mirakjan 算子是保凸的。
证明 ， ，b>0，使得 。由

于 f在 上连续，由闭区间上连续函数的性质得

f在 上有界。不难推得级数 在[a,b]上一

致收敛，从而级数 在[a,b]上一致收敛[5]。

因为

根据可导函数单调性和导函数符号之间的关系，

易知 和 符号相同，而且 Sn
是

正算子，所以 Szasz-Mirakjan 算子是保单调的。

因为 ，所以

  

  

根据区间上凸函数和凹函数的充要条件[ 5 ]，易

知 和

符号相同，而且是正算子，所以 Szasz-Mirakjan 算子
是保凸的。

2 Szasz-Mirakjan 算子的同时逼近和

为了研究 Szasz-Mirakjan 算子的性质，下面先求

一致收敛性
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出 Szasz-Mirakjan 算子对零阶、一阶、二阶基函数的
逼近误差。

定理2 Szasz-Mirakjan 算子

， ，

具有以下逼近性质：

Sn(1; x)=1，Sn(t; x)=x，  。

证明 因为

， ，

所以

 。

 。

    

    

   

    

 。

引理 1（Bohman-Korovkin）[1] 设D是至少两点
的紧致Hausdorff空间， 是 C(D)到 C(D)的正
线性算子列， 是C(D)上的试验集，若对每个

fi
∈T(i=1,2,…,m)，有

，

则对每个 ，有

 。

其中：C(D)表示定义在D上的连续函数的全体。
根据以上结论，可以得到 Szasz-Mirakjan 算子的

一致收敛性和同时逼近定理。

定理3 Szasz-Mirakjan 算子

， ，有：

1）对任意 (a>0,b>0)，Sn( f; x)一致收敛
于 f(x)。

2）若 f在 上存在 k阶连续导数，则有

， 。

3）若 f在 上存在 K阶连续导数，则有
， 。

证明 显然，Szasz-Mirakjan 算子

， ，

是正线性算子，取 ，则

Py(x)=0当且仅当x=y。令 f1=1，f2=t，f3=t2，D=[a,b]，(a>
0, )，则 是一个 C(D)上的试验
集，命名为 T。
由定理 2知
Sn(1; x)=1，Sn(t; x)=x， ，

所以对每个 ，有

。

根据引理 1得，对每个 ，

。这就等价于对每个 ，

Sn(f ; x)一致收敛于 f(x)。

1）证毕。
，存在 c>0, b>0，使得 x∈[a,b]。由 1）

可知，若 f在 上存在 k阶连续导数，则

， 。

2）证毕。
由定理 1 的证明过程可知
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，

式中： 表示函数 f以 t为步长的 r阶差分。

因为 ，

所以 ， ，当 n>N时，有

。

又 Sn( f ;x)是正算子，所以当 n>N时，有

 。

又 f  (K)(x)在 上连续，根据 2）有

，

所以

。

由 的任意性，得出
， ， 。

定理证毕。

3 Szasz-Mirakjan 算子带修正光滑模

先给出修正光滑模的定义。

定义 1 对 ， 和 t>0，令

 。

对 ，令

，

。

式中： 是 f 的二阶差
分。记

   

则称 为 的修

正光滑模。

关于修正光滑模更详细的说明见文献[1,6]。
引理 2（V. Totik）[1] 设D=(a,b)表示：I=[0,1]，

或R。 是C(D)到C(D)的正线性算
子列。

若对每个 x∈D有

Ln(1;x)=1 ；

Ln(t;x)=x ；

。

若 ，则对每个 ，有

，

其中：C0(D)为C(D)中有界函数组成的子空间，

k0
为与 n无关的常数，

为 f的修正光滑模。
为求出 Szasz-Mirakjan 算子的逼近阶，先计算

Szasz-Mirakjan 算子的二阶中心矩。
定理4 Szasz-Mirakjan 算子的二阶中心矩

 。

证明

    

 。

定理 5 Szasz-Mirakjan 算子的逼近阶满足：

 ，

式中： ，  ；

 ；
k0
为与 n无关的常数。

证明 由定理 2和 4得

Sn(1; x)=1 ；

Sn(t; x)=x ；

。

根据引理 2，令 ， ，显然

，则

 
。

定理证毕。

的逼近阶
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4 Szasz-Mirakjan 算子的点态逼近阶

引理 3 设 是 C(R+)到自身内的一致有界

正线性算子列，则对每个 和 有

，

式中：h>0， ， 。C0(R
+)

表示定义在R+上的有界连续函数组成的函数空间。

定理6 Szasz-Mirakjan 算子的逼近阶满足

，

式中 。

证明 显然Szasz-Mirakjan 算子

 
，

是 C(R+)到自身的正线性算子。易知 ，所以 Sn

是一致有界的。

由定理 2和 4得

Sn(1;x)=1 ；

 ；

 。

由引理 3得

 。
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