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双正弦激励参数调制杜芬系统的混沌动力学

李 飞，张冬霞，彭雄波

（湖南科技大学 物理系，湖南 湘潭 411201）

摘 要：研究了具有双正弦双激励的参数调制杜芬系统的混沌动力学行为。运用直接微扰法构造了一级方

程的通解，该通解的有界性条件包含了Melnikov混沌判据。数值模拟表明系统可由倍周期分叉进入混沌状态。
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Chaotic Dynamics of A Parametrically Modulated Duffing System with
Two Sinusoidal Excitations
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（Department of Physics，Hunan University of Science and Technology，Xiangtan Hunan 411201，China）

Abstract：Studies the chaotic dynamics of a parametrically modulated Duffing system with two sinusoidal excitations.
Constructs the general solution of the 1st-order equation by the direct perturbation method, whose boundedness conditions
contain the Melnikov chaotic criterion. Numerical simulations show that the system enters chaos state via a period-doubling
route.
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0 引言

众多研究结果表明，不同的系统通过化简却具有

相同或相似的数学模型，著名的Duffing系统就是其中
之一，该系统常被用来模拟实际系统的动力学行为。

通过对Duffing系统的的研究，可对众多实际系统的动
力学行为有进一步的了解，找出其产生混沌的机理，

为混沌控制打下基础。正因如此，国内外不少专家学

者常以此作为研究和检验混沌系统控制和同步方案的

试金石。可以说，对Duffing系统的研究具有重大的理
论价值和现实意义。

本文考虑具有如下形式的Duffing振子。

，         （1）

式中：γ为阻尼项系数；

a为线性项系数即谐振频率；
是随时间周期变化的 3次项系数；

是 2个外激励，B1,B2
为

相应外激励幅值，Ω
1,Ω2

为相应的外激励频率，φ是外

激励相位。

1 微扰分析与系统的混沌解

首先采用解析法求解方程（1）。当系数γ,λ1,B1
和B2



湖 南 工 业 大 学 学 报38 2010年

为一阶小量时，可将与之有关的项看作系统微扰，从

而由直接微扰法求方程（1）的微扰解[1-5]。

运用直接微扰理论，x 可展开如下：
，                                （2）

将式（2）代入原方程（1）中，并将其按相同级数展
开，可得零级方程

                                                        （3）

和一级方程

，                                            （4）

式中：

。 （5）

零级方程代表著名的自由Duffing振子。根据文献[1]，
零级方程（3）有如下形式的同宿解，

，                                            （6）

式中： 为由初始条件

决定的参数。

当ε(t)=0时，应用零级方程（3）的同宿解，可构
造一级方程（4）的 2个线性无关解，

，                              （7）

  （8）

很明显，由于 g2
包含双曲正弦函数，所以它是无界函

数，随着 t的增大它将呈指数增长直至趋向无穷大。应
用常数变异法及式（7）和（8），可构造方程（4）的
通解如下[2-5] ：

，                        （9）

式中：A1,A2
为 2个由初始条件决定的常数。

可以看出，通解（9）不能用初等函数的有限形式
表示，表现出分析上的不可积，同时该解的轨迹也是

不可计算的。当时间 t→∞时，该通解是无界的[2-5]。但

是如果条件

                                           （10）

得到满足，则可保证通解（9）有界[2-5]。

有意义的是通过 I+-I-=0可消去常数 A1
，从而得到

著名的Melnikov函数

，                                  （11）

Melnikov函数又叫 Poincaré截面上稳定流形和不稳定
流形在 t0

时的Melnikov距离。如果Melnikov函数存在
简单零点，系统将出现斯梅尔马蹄混沌。因此，通常

把满足条件（10）和（11）的通解叫做混沌解。
现在，以通解（9）来分析说明系统混沌行为的不

可计算性和不可预测性。由通解（9）可知，右边第一

项是指数增长函数 g 2
与一个分析不可解积分的乘积，

而该积分无法用基本函数的有限项之和来表示。研究

人员都知道，所有表示成无限项之和的函数在计算机

里都是当作有限项之和来处理的，因此，计算机计算

的结果与精确值肯定有差别；同时，不同的数值积分

技术和积分步长也会导致计算结果与精确值之间的偏

差。由于通解（9）包含了指数增长函数 g2
，所有对精

确值的偏离都将随着 t 的增大而被指数放大，直至趋
向无穷大，这表明系统混沌演化过程对参数和初始条

件的极端敏感性。以上分析说明系统混沌演化过程具

有不可计算性和不可预测性，这是动力学系统中混沌

行为的一个显著特征。

2 非微扰数值模拟

当阻尼项、参数力或 2 个外力足够大时，系统将
不满足微扰条件，因此，上面的分析方法也就不再适

用于系统的研究。此时，可运用Mathematica软件对系
统进行数值模拟，得到系统的相图，根据相图演化特

征研究系统的动力学行为。

首先，讨论B2
对系统的影响。设定系统参数和初始

条件为：α=1.25，Ω 1=Ω 1=4.0，φ=2 ，λ0=5.8，λ1=3.9，

B1=1.2，γ=0.2，ω=1.0， ，根据不同的

B2
值画出了系统在 平面上的相图，见图 1。

从图 1可见，随着 B2
增大，系统经历了倍周期分

叉进入混沌的过程。由于阻尼的存在，系统动力学演

化会存在一个暂态过程。为了忽略该暂态过程，画相

图时，笔者忽略了时间 t<1 000的演化过程。图 1中 a）
表明，当 B2=0.1时，相平面上只有 1条封闭轨道，这

图 1 B2
变化时系统相图

Fig. 1 The system phase diagram with a changing B2

 a）B2=0.1                                    b）B2=0.3

 c）B2=0.4                                    d）B2=0.5
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说明此时系统处于单周期状态；当 B2=0.3时，图 1中

b）显示相平面上有 2条封闭轨道，说明此时系统处于
双周期状态，并且出现了倍周期分叉现象；当 B2=0.4
时，图 1中 c）显示相平面上有 4条封闭轨道，说明系
统已进入 4周期状态；而当 B2=0.5时，一个典型的相
平面混沌吸引子出现了，见图 1中 d）。为了验证图 1
中 d）情形系统确实处于混沌态，笔者进一步画出了
与之对应的混沌庞加莱截面，见图 2。

接下来，考察含时 3次项系数中 1
对系统动力学行

为的影响。设定系统参数和初始条件为：α=2，Ω 1=2.0，
Ω 2=4.0，φ=2 ，0=5.5，B1=1.2，B1=0.1，γ=0.4，ω=1.0，

，当
1
取不同值时画出了系统在

平面上的相图，见图 3。

从图 3发现，随着 1
增大，系统也会经历倍周期

分叉进入混沌的过程。图 4为对应于图 3中 d）的混沌
庞加莱截面。

3 结语

本文研究了一个具有双激励的杜芬系统的混沌动

力学行为。首先，对系统进行了微扰分析，运用直接

微扰法构造了一级方程的通解，分析表明，该通解的

有界性条件包含了Melnikov混沌判据。然后利用通解
讨论了系统混沌动力学行为的不可计算性和无法预测

性，这两者都是混沌的显著特征。当系统不满足微扰

条件时，笔者通过数值模拟方法分别考查了外激励和

三次项系数中交变分量对系统动力学行为的影响，数

值模拟结果表明，系统可由倍周期分叉进入混沌状

态。杜芬系统一直被用来模拟许多实际系统，它丰富

的动力学特征吸引了学界的关注，对它的研究有利于

深入理解众多实际系统的动力学性质。
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图 2 B2=0.5时混沌庞加莱截面图
Fig. 2 Chaotic Poincaré section for B2=0.5

图 3 λ1
变化时系统相图

Fig. 3 The system phase diagram with a changing λ1

 a） 1=0.13                                    b） 1=0.5

 c） 1=3.8                                    d） 1=4.2

图 4 λ1=4.2时混沌庞加莱截面图
Fig. 4 Chaotic Poincaré section for λ1=4.2


