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积分中值定理“中间点”的渐近性态

胡晶地

（浙江广厦建设职业技术学院 信息与控制工程学院，浙江 东阳 322100）

摘 要：对积分中值定理“中间点”的渐近性态进行了研究，通过构造辅助函数，应用洛必达法则，获得

了系列新结果，改进和推广了已有的结论。
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Abstract：Studies asymptotic behavior of the intermediate point of mean value theorem of integrals. Obtains a series of
new achievements by constructing auxiliary function and applying L Hopital Rule, which improving and generalizing the
exsiting conclusion.

Keywords：mean value theorem of integrals；the intermediate point；the progressive teleomorph；L Hospital rule

收稿日期：2009-06-28
通信作者：胡晶地（1964-），男，浙江东阳人，浙江广厦建设职业技术学院副教授，主要从事数值分析方面的教学与研究，
通信作者：E-mail：hjd314@mail.guangshaxy.com

1 背景知识

关于积分中值定理“中间点”当区间长度趋于无

穷大时的渐近性态，笔者在文献[1]中给出了一个新的
渐近估计式。对区间长度趋于 0时积分中值定理“中
间点”渐近性态的研究已有不少结果，本文通过构造

辅助函数，借助洛必达法则，获得了系列新结果，改

进和推广了已有的结论。

为叙述方便，先将 2 个积分中值定理重述如下：
积分中值定理 若 f(t)是闭区间[a,x]上的连续函

数，则在(a,x)内至少存在一个数 x
，使

  。                                       （1）

推广积分中值定理 若 f(t)，g(t)在[a,x]上连续，
且g(t)在[a,x]上不变号，则在(a,x)内至少存在一点 x

，使

  。                          （2）

文献[2-9]研究了上述 2个定理中当 x→ a时 x
的渐

近性态，其中具有代表性的结果由文献[9]给出，其内
容是：

定理 1 若 f(t)，g(t)满足推广积分中值定理的条

件，且 ， ，这里m > 0，A≠

0是 2个常数，则式（2）中的 x
满足

 。                                                  （3）

2 改进和推广已有结论

本文对上述结果进行推广,  使其成为特例。
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定理 2 若 f (t)，g(t)满足推广积分中值定理的

条件，且 ， ，这里m > -1，

A≠ 0是 2个常数， 是[a,x]上的单调函数，且当 t = a
时右导数 存在，则式(2)中的 x

满足

 。                                     （4）

证明 不妨设g(a) > 0，g(t) > 0且 单调增加。此

时显然有 ，构造

 
，

根据洛必达法则，并对函数 g(t)使用公式(1)，有：
a < x < x ，

。                                        （5）

另一方面，由式（2）及对使用式（1）又有：

  

  

，                             （6）

比较式（5）和式（6），得

 ，

从而公式（4）成立，定理得证。
定理 3 设 f(t)，g(t)，(t)，m，A满足定理 2所述条

件和关系，并满足 。则式（2）中的 x
满足

 
。

                                     （7）

证明 由定理 2及 (t)满足的条件，有

 

 
，

即式（7）成立。
定理 4 设 f(t)，g(t)满足推广积分中值定理的条件，

且 g(a)≠ 0，  存在。则式（2）中的 x
满足

。                                    （8）

证明  构造

 
，

类似定理 2 证明，一方面有：

 ，

另一方面有：

 ，

比较以上 2式可知式（8）成立。
定理 5 设 f(t)，g(t)满足定理 4的条件，(t)是[a，x]

上的单调函数，且当 t = a时右导数 ，则式（2）

中的
x
满足

 。                                （9）

胡晶地 积分中值定理“中间点”的渐近性态



湖 南 工 业 大 学 学 报24 2010年

证明 应用定理 4和 (t)满足的条件，类似由定理
2证明定理 3的方法，这里从略。
定理 6 设 f (t)在[a，x]上连续，在 a点 k次可微

( k∈N ) 且  ， ( i = 1, 2,…, k -1) ； ，

g(t)在[a，x]上连续不变号且 g(a)≠ 0，则式（2）中的

x
满足：

           
（10）

证明 由洛必达法则有

  

 ，

取 (x) = x，应用定理 2可得

 ，                                                 （11）

进而，

  

证毕。

说明 若 f (t)，g(t)满足定理 6条件，以上证明中得
到的式（11），其实已在文献[9]中得到（定理 1），而定
理 1显然是此处定理 2取 (t) = t的特殊情况。
定理 7 在定理 6条件中，再加上条件 (t)在[a，x]

上单调，且存在 ，则

          
（12）

证明 利用定理 6，类似由定理 2证明定理 3的方
法，即可得证。
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