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关于线性代数课程引入的思考

唐扬斌，陈 挚，戴清平

（国防科学技术大学 理学院，湖南 长沙 410073）

摘 要：提出一种从图的问题出发的线性代数课程引入新思路，作为对现有的以线性方程组为出发点的方

式的补充。通过案例介绍了基本的思路，并就其在课堂教学中的实施进行探讨。
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Abstract：Proposes a new concept of introducing linear algebra from graph theory, which acting as a supplement for the
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0 引言

“线性代数”是大学数学的重要基础课之一，在大

学阶段的课程学习中具有非常重要而独特的地位[1-2]。

特别是随着计算机技术的发展，将数学问题转换为数

值计算问题已经成为人们研究和解决问题的常用思

路，其中线性代数扮演着重要的角色[3]。

在大学数学课程的教学中，“第一堂课”或者说课

程的引入，历来受到广泛重视。在课程之初，能否通

过形象生动的实例激发学生对于课程内容的兴趣，拓

展其关注的视野，是每一名大学数学老师需要不断认

真思考的问题。而对于大学生来说，学习从实际问题

中抽象出数学概念，再将逻辑推理的结论应用于实

际，也是其综合能力培养的重要方面。

目前，国内外在线性代数课程的引入上，大都以

线性方程组及其应用作为基本的起点。由于线性方程

组的有关问题贯穿整个课程始终，这一思路也被大多

数的教材[1-5]所采用。然而，从现代科学技术的发展来

看，“线性代数”中的矩阵、行列式等研究对象，应用

范围已不局限于解决线性方程组的有关问题[6-7]。而其

中一些重要应用，已经成为矩阵理论研究发展新的成

长点。相应地，是否有可能甚至有必要在线性代数课

程引入中，加入一些新的问题和案例，就成为一个值

得研究和思考的问题。

基于以上认识，笔者在此提出一种从图问题出发

的新的课程引入思路，并结合实例对其在课程中的实

施加以探讨。这一新思路能够对现有的以线性方程组

为主的引入方式形成一定的补充，能对扩展学生的知

识面，提升其学习热情产生有效的促进作用。

1   从线性方程组出发的课程引入
马萨诸塞大学达特茅斯分校的 Steven J. Leon在其

编撰的 Linear Algebra with Applications（线性代数及
其应用）[3]一书中指出：求解线性方程组或许是数学问

题中最重要的问题，超过 75 %的科学研究和工程应用
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中的数学问题，在某个阶段都涉及线性方程组的求

解。利用新的数学方法，往往可以将较为复杂的问题

转化为线性方程组。线性方程组在商业、经济学、社

会学、生态学、人口统计学、遗传学、电子学、工程

学以及物理学等领域都有大量且非常重要的应用。

正是基于这一原因，由线性方程组出发展开线性

代数课程的介绍，已成为国内外众多大学线性代数课

程授课教师的一个共同选择。通过列举线性方程组的

实际应用，能够帮助学生领会本门课程的重要意义，

同时对其基本的研究对象获得较为准确的认识。以线

性规划[8 ]问题为例，它是工程应用中使用最为广泛的

一类优化方法。其代表性案例包括产品规划问题、生

产计划问题、网络规划问题等。这类问题的解决对于

人们日常的生产、生活都具有重要意义。

然而从实际教学情况来看，使用线性方程组作为

课程的引入也可能导致一些问题。如由于学生中学阶

段接触过的线性方程组应用问题往往较为简单，缺乏

对它更为全面、深入的认识，因此，大多数人只将线

性方程组视为一个抽象的数学对象。为此，以线性方

程组作为课程引入点，势必需要介绍大量的背景知

识。而这样一来，学生有可能形成一种“矩阵是线性

方程组这一抽象对象的抽象”的简单印象。更为重要

的是，如果仅以线性方程组作为引入，由于课程内容

对于线性方程组问题的始终关注，容易使之造成“线

性代数就是关于线性方程组的学问”这一错误认识，

对课程价值的认识流于偏狭。为此，如果能在现有引

入案例的基础上，增加一些更为直观、形象的实例，由

直观的对象出发，直接形成矩阵、行列式等抽象概念，

并将理论分析的结果与实际应用有效结合，势必对学

生的思维产生更大的触动。对于其更为全面、深入地

认识本门课程，激发学习的兴趣带来帮助。

本文结合代数图论[6-7]的一些研究成果，从图的问

题出发，提出一种新的引入思路。通过图与矩阵的对

应表示，及图与矩阵在性质上的直接关联，揭示线性

代数课程内容的广泛性及其重要的应用前景。

2 从图的计算到矩阵分析

课程引入需要回答两大问题：一是“从何而来”，

即如何从实际问题中建模抽象出数学概念；二是“有

什么用”，即说明基于数学方法得到的结果对于实际

问题的意义。以下结合实例谈一谈图与矩阵的关系。

2 . 1 “如何对图进行计算？”——矩阵的引入

所谓图，简单地说，就是点与线的组合[ 6]。在此

笔者以简单图为例，这类图的特点是任意线段都连接

2个不同端点，如图 1中的 a)所示。
计算机是现代科学的重要工具，大量的科学与工

程问题都可转化为计算机内部的计算问题加以解决。

那么，对于图来说，该如何进行计算呢？这是我们需

要考虑的第一个问题。不难想到，如果按照点与点之

间的连接关系来建模，可将图与表格建立起直接的对

应，如图 1中的 a)所示图形可转化为表 1。

至此，图形的问题就被转化为数字的问题。接下

来易想到，如果保持以上的行列排列次序，完全可将

表格中的第一行、第一列，及表格中的横竖线删除，从

而留下一种新的数学结构。该结构的特点是最大化地

保留了图中的信息，同时也更为简明。而如果在其外

部以“[ ]”符号包裹，就得到了我们所说的矩阵（在
此称为图的邻接矩阵）。有了基本数字形式，接下来的

问题是，这种抽象的形式对图有什么意义呢？

2 . 2 “矩阵特征的另一种解释”——图与矩阵

特征值、特征向量是矩阵固有的重要特征，相关

的内容在线性代数课程中属于较为深入的部分。除了

在线性方程组求解和二次型中的应用外，它还有什么

实际意义呢？下面我们就以图的问题来举例说明。

例 二部图的判定：特征值与邻接矩阵。

二部图（Bipartite Graph）[8]的定义是不存在奇数长

度的环路的图。直观地说，二部图中的所有节点应该

可被分为 2个集合，使得图中所有的边都是介于 2个
集合之间的。如图 1中 b）所示，如果记点的集合 A=
{1, 3, 4}、B={2, 5, 6}，显然，图中任意一条边的两端点
都是分属于集合 A和 B的。
一个图是不是二部图？如果是，应该如何划分其

a）简单图 b）二部图

图 1 图的示例

Fig . 1 Examples of graph

表 1 图 1 a)对应的表格
Table 1 In accordance with Figure 1 a)

1
2
3
4
5
6

1

0
1
0
0
1
1

2

1
0
1
1
0
0

3

0
1
0
0
1
1

4

0
1
0
0
1
1

5

1
0
1
1
0
0

6

1
0
1
1
0
0

注：矩阵构造方式如下：每个位置的值由对应 2 点及连接 2
点的边决定，如果 2 点间存在一条边，值为 1，否则为 0；
对角线位置全部取 0。

点
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中的点集？这就是所谓的二部图问题。直观地观察，

不难发现，节点在图上的分布会直接影响对结果的判

断。例如，图 1中 a）与 b）表示的是同一幅图，但显
然后者更加容易判定。仅凭肉眼观察，不能确保总能

给出正确的答案。特别是，如果图中的点或边很多，仅

凭人力完成任务将越来越困难。那么，如果求助于计

算机，我们该怎么做呢？

首先可参照前述的方式给出该图的邻接矩阵。接

下来，谱图理论[7 ]中的如下定理将给出答案。

定理 设矩阵M为某个图的邻接矩阵，1）如果

M的最大、最小特征值互为相反数，则该图为二部图；
2）点集的分组方式由最小特征值的特征向量决定，特
征向量中符号相同的值对应的节点分为一组。

回到前面的例子，对于图 1，可求得其邻接矩阵的
最大和最小特征值分别为 3、-3，因此该图是二部图。
又因为-3对应的特征向量为[1，-1，1，1，-1，-1]，因
此对应地应该将点 1、3、4和 2、5、6分别分为一组。
而这恰好与通过直观分析得到的结论相符。

这是一个非常简单的例子，其特点是问题非常形

象、直观，虽然在计算中用到了求矩阵特征值、特征

向量等较为复杂的运算，但如果借助Matlab、Mathe-
matica、Maple等数学软件的帮助，应该不会影响其演
示效果的突出和简洁。

2.3 分析与说明

从图的问题引出矩阵概念，是一种新的尝试，它

具备如下特点。

2. 3. 1 从直观对象到抽象概念的直接抽象

图是一种直观、形象的几何对象，将它与矩阵这

一抽象概念直接建立联系，对于学生理解矩阵的概念

与应用能够产生更为直接的帮助；

2.3.2 课程内容的扩展与深入

从线性方程组出发，通常都是围绕方程组的求解

和解的存在性来谈其与矩阵、行列式等概念的关系，

无法有效展示特征值、特征向量等较为深入的概念，

这样容易给学生造成一种“矩阵只是线性方程组的一

种形式化表示”的错觉。而从上面的例子可看到，利

用矩阵的谱分析方法，还可直接得出图的一些重要特

征，这显然会对学生产生更大的触动。当然，关于图

与矩阵的联系远远不止这一例。例如图分割与

Lapalacian矩阵[7]的关系，同样适合于作为课程引入的

案例使用。

3 几点思考

在实际教学的实施中，能否将新的思路实际加以

应用？如果能，应该如何更好地应用？这一思路与传

统的思路如何更好地结合？这些都是需要进一步研究

和探讨的问题。在此，笔者提出几点想法。

1）以方程组作为主线，把握课程主题。由于线性
方程组与矩阵的关系贯穿了整个课程，忽略或淡化方

程组与矩阵、行列式的关系显然并不恰当。

2）以图的思路作为补充，扩充学术视野。在简介
了线性方程组与矩阵、行列式的关系后，可以使用以

上的示例，以另一种方式来建立矩阵的概念，并演示

其应用的效果。这样做能够使学生了解，线性代数的

课程内容，不仅仅能够被应用在线性方程组中，而是

可以有更为广泛、深刻的应用。

3）使用数学软件作为辅助，优化展示过程。由于
要使用特征值、特征向量等较复杂的概念，可考虑使

用Matlab、Mathematica、Maple等数学软件作为辅助，
使计算过程更为简洁、直观，过程更为生动。

4 结语

本文结合代数图论的研究成果，提出一种基于图

问题的线性代数课程引入思路。希望能够通过这一新

的尝试，对以线性方程组为主的思路进行补充，在扩

展学生知识面的同时提升其学习兴趣。具体的实施方

法和效果评价还将在教学实践中进一步探索和检验。
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