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积分因子及其应用

陈吉美

（国防科学技术大学 理学院，湖南 长沙 410073）

摘 要：在介绍了恰当方程与积分因子的概念以及相关定理的基础上，通过对积分因子的研究，给出了一

类微分不等式的证明，并给出了 Picard定理唯一性的另一种证明方法。
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Abstract：Based on introduction of the concepts and related theorem of exact equations and integrating factors, through
a study of integrating factors, proves a class of differential inequalities and presents a new uniqueness proof for Picard's
theorem.
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积分因子是一阶微分方程的重点与难点[1-5]，如果

能够灵活运用积分因子，就会求解一类非恰当方程。

本文讨论积分因子的另外 2种应用与积分因子的概念。

1 恰当方程的概念与判定

若将一阶显式微分方程写成微分形式

M(x, y)dx+N(x, y)dy=0，                                              （1）
此形式称为一阶对称形式的微分方程。

如果对称形式的方程（1）的左端恰好是某个二元
函数 u(x, y)的全微分，则称该方程为恰当方程。
定理 1 假设函数M(x ,y )和N(x ,y )在某区域内连

续可微，则方程（1）是恰当方程的充分必要条件是在

此区域内恒有 成立。

2 积分因子

如果对于方程（1）在某区域内 ，此时方

程（1）就称为非恰当方程。对于非恰当方程，如果存
在某连续可微的函数 ，使得

为恰当方程，

则称 为方程（1）的 1个积分因子。
定理 2 函数 是方程（1）的积分因子的充

分必要条件是 满足一阶偏微分方程：

 
。

定理 3 1）方程（1）有只与 x有关的积分因子的
充分必要条件是：

，

此时，积分因子为 。

2） 方程（1）有只与 y有关的积分因子的充分必要

条件是： ，
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此时，积分因子为：

。

3 积分因子的应用

3.1 证明微分不等式

定理 4 设函数 满足如下微分不等式：

，                                             （2）

则 。                     （3）

证明 由定理的条件知：

。                                 （4）

由定理 3知，函数 为式（4）左边

的 1个积分因子，因此

，

即 。

两边从 0到 x作积分得

。

故 ，

即式（3）成立。
3.2 证明Gronwall不等式及 Picard定理的唯一性
定理 5 设 K 为非负常数，f ( t )和 g ( t )为在区间
上的连续非负函数，且满足不等式

，                （5）

则有 。                （6）

证明 设 ，

注意到 (0)=K，则有
，

即 。                                                    （7）

由定理 3知，函数 为式（7）

左边的 1个积分因子，

因此 。

即 。

两边从 0到 t作积分得：

。

故 。

定理 6 （P i c a r d 定理） 如果 f ( x , y )在
上连续，且关于 y满足利普希

兹条件，则方程

                                                                 （8）

存在唯一的连续解 ，定义在区间 ，

且满足初始条件，这里

， 。

证明（定理 6 的唯一性部分） 设 和

都为式（8）的解，则：

，

。

因此

在定理 5中，取K=0，得 ，故

。

定理 6 的其它部分的证明本文从略。
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