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向量值多线性交换子极大算子的加权估计
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摘 要：利用 sharp极大估计给出了向量值极大算子的多线性交换子加权估计。由此可将极大算子的多线
性交换子延拓为向量值加权的 Lebesgue空间上的有界算子。
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Abstract：Weighted estimate for vector-valued multilinear cmmutators of maximal operatiors are obtained by using the
weighted sharp maximal inequality. Therefore multilinear commutators of maximal function can be extended to bounded opera-
tors on vector-valued weighted Lebesgue spaces.
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1 问题的提出

受文献[1- 4]的研究成果启发，本文研究在加权
Lebesgue空间中向量值多线性交换子极大算子的加权
估计。若 且

为有界平均振荡函数（定义见文献[5]），极大算子的多
线性交换子 、 、 同文献[3]。

设 ，记 ，

式中 ，定义算子 、 相关的向量值多线

性交换子为：

  （1）

和   。                     （2）

记Ap
为Muckenhoupt类， ，Ap

的性质见

文献[5]。下面给出本文的主要结论。
定理 1 设 ， ， ，且

，则存在与 f无关的常量 C，使
得当下式左边有限时

对任意向量函数 成立，其中 。

定理2 设 ， ， 且
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，则存在与 f无关的常量 C，使
得当下式左边有限时

对于任意的向量函数 成立， 其中 。

定理 1和 2中MLlogL
的定义见文献[1]。通过标准的

极限过程，可在空间 中将 和  延

拓为有界算子。本文中 C为任意正常数，在不同情形
中取值可不同。

2 结论的证明

证明思想源自文献[1]，即对向量值极大算子的多
线性交换子做尖锐极大算子的逐点估计。为了陈述本

文中结论，首先复述一些定义和记号。 极大算子 、

的定义见文献[1]，极大算子 、 的定义见

文献[4]。本文中定义

。

设m为任意整数，对于 ，记 表示{1,2,…,
m}中 i个不同元素 的集合，记

为 在{1,2,…,m}中的补集。对任

意的 ，记 ， 。

的定义见文献[3]，记

，

当 时，记 为 。

为证明定理还需要一些引理。

引理 1 设 且 ，则存在常数C＞0，

使得 对任意光滑的向量

函数 和每个 成立。

引理 1 的证明与引理 2 的证明思想相同且证明过
程更简单，为节省篇幅省略。

引理 2 设 如上，且令 ，则

存在 1个与 和 有关的常数C＞0，使得

对任意向量函数 和每个 成立，其中

。

证明 首先考虑引理 2 中 m = 1 的情况，此时
，简记为 b，则有

 
，

首先固定 ，且设Q表示中心为 x、半径为 R的球，

分解 f=f 1+f 2，其中 ，一般的，2Q
表示与Q同心但半径为Q的 2倍的球体；再固定常数

和常数序列 ，由于对任何 ，

对 任 意 成 立 ， 其 中

，可得：

I1+I2+I3 。

为了估算 I1
，首先假设 为 b在 2Q上的平均

值，对任意 ，p′为 p的共轭，由 不等式

可得：

。
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对 I2
的估计，由于 可积，且 为弱(1.1)

型，由Kolmogorov不等式和文献[1]中引理 2.3可得：

。

对于最后一项 I3
的估计，选择

因为 ， 则

 
，                                  （3）

由式（3）和 Jensen不等式、Minkowski不等式可得：  ，

上述 I3
推导过程中的倒数第 3个不等式利用了BMO函

数的性质，见文献[5]。
由此，结合 I1

～I3
的估计，且上确界取遍中心在 x

处的所有球体，这就证明了引理 2在m=1的情况。
现在讨论 的情况。固定 ，Q仍表示中心

在 x 处半径为 R 的球体，选择

  ，

首先估计 ，其中 ，则有
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，

定义 ，由于 ，有

，

其中：

；

；

；

。

令 ，i=1,2,…,m。首先估计I4
，因为 ，

，由式（3）、Minkowski不等式、BMO函数的性
质和特征（见文献[5]）及文献[1]中的引理 2.3可得：

。

对于 I3
，类似上述讨论并利用Kolmogorov不等式，

且 为弱(1,1)型，结合文献[1]中的引理 2.3可得：

。

对 I1
，因为 ，i=1,2,…,m，对有限多个函数

利用 不等式（其中 ）及BMO函数的性
质和特征（见文献[5]）可得：

。

同理有

。

结合 I1
～I4
的估计，且上确界取遍所有中心在 x处

的球体，就得到了引理 2在 时的证明。

定理 2 的证明
为了论证该定理，首先证明对于所有 N＞0有

，    （4）

式（4）中常数与N无关。令 并利用控制收敛定

理即可得定理 2。
现在证明式（4），首先设式（4）右边是有限的，

否则显然成立；其次令有限个元素
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，并证明式（4）中常数与 k无关，
再令 k 趋于 。先假设

。                     （5）

现在利用归纳法证明，对于 m = 1 的情形，因为
，由本文引理 2和文献[1]中的引理 2 .1（其中
）可得：

。

设式（4）对 1,2,…,m-1维均成立，以下只需证明
m维的情形。由引理1和2及文献[3]中的引理 2.1可得：

。

最后，只需要证明式（5）。事实上，因为 ，

存在 r＞1使得 ，且选择 足够小，使得 ，然

后，由Muckenhoupt定理，则只需要验证

，对于标量情形，利用引理2可得：

。

证毕。

定理 1 的证明
在定理 2中，选择 使得 ，则有：

，根据定理 2，可得定理 1。
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