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摘 要：从“逼近”的角度介绍了数学期望和方差，通过实例说明从“逼近”的角度更加容易理解数学期

望和方差的概念，让学生加深对枯燥数学概念的感性认识，有利于培养学生学习数学的兴趣，提高学生理解、

运用数学知识的能力。
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On Teaching Mathematical Expectation and Variance of Random Variable
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 （School of Mathematics and Computing Science，Changsha University of Science and Technology，Changsha 410076，China）

Abstract：In view of "approximation", introduces mathematical expectation and variance. Exemplifies a much more easy
way to understand the mathematical definitions from the "approximation" perspective, and gives advice on how to inspire
students' interests in mathematics and develop their understanding and applying abilities on the knowledge of mathematics.
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0 引言

随机变量是一种数学模型，它是Kolmogorov关于
概率公理的模型中最常见的特例。用随机变量来描述

随机现象是概率论的一个重要手段，因此，随机变量

的概念与作用在概率统计课程中具有特别重要的地

位。数学期望和方差是随机变量最基本的数字特征，

其它所有的数字特征都可看作随机变量的函数的数学

期望或方差[1]。

数学期望和方差虽然不能像分布函数、分布律、

概率密度一样完整地描述随机变量的特性，但它们能

够描述随机变量较重要或人们较关心的某些特征，其

在理论上和应用中都非常重要，然而，初学者从普通

高等学校概率统计教材上很难对数学期望和方差的概

念获得较深刻的认识。

1 数学期望和方差的另一种解释

普通概率统计教材介绍随机变量的数学期望是通

过介绍离散型随机变量按各种取值的概率大小所作的

加权平均值来进行解释的，而对于连续型随机变量的

数学期望则直接给出数学定义，对于方差则解释为该

随机变量偏离数学期望的程度，一般地，有下述定义。

定义 1 [2] 设离散型随机变量X的概率分布为：

若级数 收敛，则称级数 为离散型随机变

量 X的数学期望，记为 EX。
定义 2[3] 设连续型随机变量 X的概率密度为 f(x)，

若广义积分 收敛，则称 为连续
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型随机变量 X的数学期望，记为 EX。
定义 3[4] 设 X是随机变量，若 E[ X - EX ]2存在，

则称 E[ X - EX ]2为随机变量 X的方差，记为DX。
对于上述数学期望和方差，在教学中发现许多学

生都是靠死记硬背来掌握定义的，学习完后对知识容

易遗忘，有的学生甚至在考试时数学期望和方差的表

达式都记不清楚，这主要是由于学生对抽象的数学定

义缺乏感性认识，靠记忆学习高等数学是行不通的。

其实，从“逼近”的角度看，如果只允许用实数

m去近似随机变量 X，使其平均平方误差最小，那么，
这个数m就是随机变量 X的“最佳逼近”。下面给出数
学期望和方差的另一种解释[5]。

设 X 是随机变量，且 E X 2存在，则由 C a u c h y-
Schwartz不等式知 ，即 EX存在，记
为m。对任意实数 a， |X -a|表示 X与 a的随机偏差的
绝对值，则实数 a 与随机变量 X 的平均平方误差为

这就说明 。

上式的意思是：若用实数去代表随机变量，它的

数学期望m是使得平均平方误差最小的那个实数，而
这个最小平均平方误差是 ，将这个量记为

DX，它就是方差，因而，方差就是随机变量和它的数
学期望的平均平方误差，也就是它与所有任意实数的

最小平均平方误差，可见，随机变量的方差确实刻画

了它的分散程度。

2 实例题析

例 设 X是连续型随机变量，概率密度满足：当
时，f ( x ) = 0，求证：

。

证明 因为 X是连续型随机变量，由于

，所以有

a EX b，其实，由题目已知条件可知，连续型随机
变量 X只能在闭区间[a, b]上取值，由于 EX是连续型
随机变量 X 的“最佳逼近”，它当然不会是在闭区间
[a, b]以外取值，那么a EX b就是显而易见的。又由
于方差是随机变量和它的数学期望的平均平方误差，

也是它与所有任意实数的最小平均平方误差，因而，

取 ，有 成立。另一方面，对于

连续型随机变量 X，取 ，有

成立，故此

立即可得 。

3 结语

上述例题为笔者所执教的概率统计课程的 1 道配
套练习题，当时许多同学只会证明 a EX b，而对

的证明则束手无策。实际上，教材在

介绍数学期望和方差的性质时也提到不等式

，但是许多学生由于没有从根本上理解

这个不等式的涵义，仅靠机械记忆方差的性质，当然

也就不会在证明题中想到应用它。笔者在执教甲、乙

2个班的概率统计课程中，做了个小实验，2个班新课
随后都详细讲解了该习题，在甲班按照教材内容直接

讲解答案，在乙班先从“逼近”的角度补充相关数字

特征背景，然后再讲解习题。在期末复习中，本人再

次请同学解答本题，有趣的是，经调查，甲班居然有

30 ％的同学对不等式 的证明依然束

手无策，而乙班则基本上没有做不出来的，此情况引

发笔者写出了这篇教学浅探。可见，对于执教概率统

计课程的高校教师而言，在按教材讲授完课程基本内

容后，还有必要从其它角度对知识进行深入讲解和补

充，以便让学生对枯燥的数学概念有更深刻的认识，

同时，也有利于提高学生的数学素养，开拓知识视野，

培养数学思维。
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