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匹配追踪信号分解收敛性的一种证明
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摘 要：针对匹配追踪信号分解的收敛性问题，借鉴Qian的思路，采用几何辅助方法证明了 Jones和Mallat
给出的一般性结论，并消除了Qian的证明中的瑕疵。此证明方法可避免运用多个预备引理，完善了Qian的证
明过程，同时也为读者提供了另外一种理解匹配追踪的思路。
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A Proof on the Convergence of Matching Pursuit Signal Decomposition
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Abstract：Aiming at the convergence of matching pursuit signal decomposition, through drawing on Qian’s thinking
and using geometry means, proves the general conclusion provided by Jones and Mallat and eliminates the flaws in the proof
of Qian. This proof aviods applying multi preliminary lemmas and perfects Qian’s process of proof, meanwhile offers another
way to understand matching pursuit.
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1 研究背景

将给定的信号分解为某函数集或矢量集的线性组

合，是信号分析的重要内容。这种函数集通常是正交

基或框架，如傅立叶基、小波基等，现已获得了广泛

的应用。但随着现代信号处理技术的发展，过完备词

典中的信号表示问题已引起了更广泛的关注[1-2]。由于

词典的过完备特性，给定的信号在词典中有无穷多种

表示形式。然而，我们获得的信号通常是由少数几个

信号驱动源产生的，或者说，信号可用过完备词典中

少数几个原子的线性组合表示[ 3 ]，这称为稀疏表示。

在信号分析问题中，关键是如何获得这种稀疏表示。

匹配追踪就是一种重要的信号表示方法，其思路比较

直观，常能够获得符合自然特性的信号表达方式[4-5]。

匹配追踪最早可以追溯到统计回归中的投影追踪

方法[6]，Jones从分析学的角度证明了投影追踪的收敛
性[7]。在信号处理领域，Qian和Mallat等分别于 1993
年和 1994年对此展开了独立的研究。Mallat和 Zhang
等[4 ]利用平方可积空间中基本函数的平移、调制和尺

度变换，构造了具有时频特性的过完备时频词典，提

出了用于信号时频表示的匹配追踪方法（Mat ch in g
Pursuit，MP）。该算法迭代地从词典中选择最贴近残
差信号的原子用于信号表示，同时从残差信号中去掉

其在该原子上的投影，获得新的残差信号。这个过程

不断地迭代进行，直至残差能量小于给定的阈值（或

满足其它的停止条件），并借鉴 Jones的思路证明了其
收敛性。与此同时，Qian和 Chen等[5]在研究信号的

Wigner分布时，独立地提出了类似的信号时频表示方
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法，称为自适应高斯表示。他们利用高斯函数的平移、

调制和尺度变换构造了相应的时频词典，其求解策略

与匹配追踪相同，在搜索最大投影原子时采用了逐步

求精的方法，最终获得了消除交叉项的参数化时频分

布。在此基础上，Qian等利用几何辅助的方法对其收
敛性进行了研究。另外，信号处理中常用的“CLEAN”
技术实际上就是利用了匹配追踪思想。目前，匹配追

踪及其变形已在信号处理领域有着广泛的应用[8- 9]。

Mallat和 Zhang在提出匹配追踪信号分解方法时，
借鉴 Jones针对投影追踪的研究思路，证明了匹配追
踪分解的收敛性。这是一种纯粹的分析学方法，其核

心是证明分解获得的信号序列是Cauchy列，这需要先
证明并利用 2个关于收敛级数的引理，几何直观性稍
显不足。Qian等独立提出了匹配追踪的信号分解技术
（自适应信号展开）时，通过几何辅助的方法对其收敛

性进行了证明，其结论主要是针对过完备词典展开

的，也可以认为是Malla t等人的结论的特例。但是，
Qian等人的证明过程略存瑕疵，即在关键的零极限步
骤上理由不够充分，且证明过程中并未用到词典的过

完备性。本文沿用Qian的几何辅助证明思路，结合分
析学方法对该证明过程进行了完善，并将其扩展到更

一般的情形，便于信号处理学习过程中对匹配追踪方

法的直观理解。

2 匹配追踪

2.1 基本模型

记 表示希尔伯特空间 中的一个

函数集，称为词典，其元素 称为原子，为指标集。

在信号分析和信号处理领域，常常希望将感兴趣的信

号 s(t)表示为若干原子的线性组合，即

，                                               （1）

记 ，在匹配追踪信号分解过程中，选择最贴

合残差信号 sp(t)的原子 hp(t)，即

，                （2）

对于 是 向 上作正交投影后的残

差，即

，                               （3）

由于 hp(t)是归一化的（即有 ），则

，                                      （4）

经过 n 步分解后，有如下关系式

，

。                                          （5）

2.2 信号分解的收敛性

Mallat等在文献[4]中借鉴 Jones的思路，利用分析
学方法，证明了式(5)中 2个函数列的收敛性，即

。           （6）

其中：  ；

表示信号在子空间 V中的投影；
表示信号在 V的正交补中的投影。

Qian等利用几何辅助方法，研究了 为过完备词

典时式（5）的收敛性，其匹配追踪信号分解过程如图
1所示。

 

为完整计，下面对Qian的证明过程作简要描述[5]。

记 sp(t)和 hp(t)的夹角为θp
，则

，                                     （7）

结合式（4）可得：

。

如此重复，可知 n 步之后有

 ，          （8）

其中： 。

由于 （否则 h p( t )与 s p( t )正交，从而

Bp=0），于是文献[5]的研究者断言序列
单调递减且趋于 0。

事实上，虽然 ，但是θ
max
与 n是有关

的，文中并未说明 能以某个小于 1的正数为

上界，因此只能说明数列 单调递减且收敛，但

极限为 0 的理由并不充分。如当 时恒有

，但 。另外，证明

过程中也没有用到 为完备或过完备词典的条件。

图 1 匹配追踪信号分解的几何示意图

Fig. 1 Geometric diagram for matching pursuit
 signal decomposition
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3 Qian的收敛性证明的完善与扩展
3. 1 过完备词典中的收敛性

当 为过完备词典时，有如下定理成立。

定理 1 若 为 中的过完备词典，则式（5）中

的余项满足 。

证明 由式（4）可知，数列 单调递减

且有下界，从而收敛。不妨设 ，则可

断言 a=0。
事实上，对于给定的 ，不等

式 均成立。因此， 中的点列

均落在图 2所示的内、外半径分别为 a和

a +ε0
的圆环内。由于 是 中的有界

集，根据Weistrass定理，中存在收敛子列 。记

，则必有 与 正交。

  

如若不然，即 与 不正交，则存在 使

得 。根据内积的连续性和极限的

保号性， ，有

。

另一方面，由于 ，则

。

因此，根据式（4）可知：

从而 ，这与序列 单调递减，且

 相矛盾！

由于 为过完备词典，则 。由

与 正交可知 与 正交，从而 。故有

，从而

。

收敛性得证。

3. 2 一般词典中的收敛性

根据式（6）以及前文所用的记号，有如下的收敛
性定理。

定理 2 若 为 中的词典，则

  

证明 由于 ，则 。

，有

，                      （9）

记： ，

则有 ，且

           （10）

假设 k = n时，有 ，

则再次利用式（9）可得：

                          （11）

根据数学归纳法可知，除存在一个固定项 外，s
和 在 中的分解过程是完全相同的。进一步由定

理 1 可知，分解过程是收敛的，且

。

注  匹配追踪分解的残差信号 实际上就是图

2中所示的 。

4 结语

匹配追踪是一种非线性信号分解方法，但是能够

获得待分析信号的线性表示，应用十分广泛，也是现

代信号处理领域中的重要方法。Mallat和 Zhang等[4]关

于其收敛性的证明是分析学方法，其证明过程中还需

要利用多个关于收敛级数的引理；Qian等[5]的证明几

何直观性好，但其中关于残差数列极限的获取有待完

善，且结论只是文献[4]的特例。本文沿用Qian的几何

图 2 匹配追踪分解收敛性的辅助几何示意图

Fig. 2 Geometric diagram for convergence of matching
pursuit decomposition
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辅助证明思路，结合分析学方法对其证明过程进行了

完善，并扩展到更一般的情形，便于信号处理学习过

程中对匹配追踪方法的直观理解。
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