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商映射是从 1 个拓扑空间到另 1 个拓扑空间（商
空间）的连续满射，所以它比一般连续映射要强，但

比连续开或闭满射又要弱。构作商空间是建立新的拓

扑空间的重要方法，具有重要的应用价值。在拓扑学

中一般拓扑空间和连续映射等概念的引入都可以以数

学分析课程中的相关内容作为背景，使学习者比较容

易接受。但商空间和商映射没有分析基础，这样使学

习者难以理解。另外，各种拓扑空间和拓扑性质都可

以与商映射和商空间联系起来进行研究探讨。本文从

正反两方面系统研究了商映射与商空间的性质和应

用，给出了连通性、可数性、分离性以及紧致性与商

映射、商空间的关系。

1 概念

商拓扑、商空间的概念虽然没有分析学中的知识

作为背景，但可以从更直观的几何学来考虑。几何学

中通常采用“截割”和“粘合”技术构造曲面的几何

体，这就包含了商拓扑的概念。

定义 1[1] 设 是 1个拓扑空间，Y是 1个集合，
是 1个满射，则 Y上的子集族是

上的 1个拓扑，称 是 Y上的
商拓扑， 称为商空间。

对于定义 1，首先必须指出商拓扑 是由原空间

拓扑和满射 f完全决定，而且商拓扑 是使得满射 f连
续的最大的拓扑。

定义 2 [1] 设 X和 Y是 2个拓扑空间， 是

满射，如果 Y上所带的拓扑就是由 X上的拓扑和满射
f决定的商拓扑，则称 f为商映射。
从定义 2可以看出要验证 1个连续满射

是商映射，只要验证“设 V是 Y的子集，若 f -1(V)是 X
的开集，就有 V是 Y 的开集”即可。
在定义 2 中必须注意靶集本身带有拓扑，只有当



湖 南 工 业 大 学 学 报6 2010年

靶集上本身所带的拓扑与靶集上由源空间的拓扑和满

射 f所诱导的商拓扑是一致时，f才是商映射。因此有
的作者按下列形式定义商映射。

定义 3[2] 设 X和 Y都是拓扑空间， 是满

射，如果 Y的子集 V是 Y的开集，当且仅当 f -1(V)是 X
的开集，则称 f是商映射。
从定义 3 可知商映射是一个比连续映射更强的概

念。另外，由于开集和闭集的互余性和原象运算 f -1保

持集合的补，定义 3中的开集可以换成闭集。为介绍
定义 3 的等价说法，引进“饱和集”的概念。
定义 4 [2] 设 f是从集合 X到集合 Y的满射，C是

集合 X的子集。若 ，则称 C在映射 f下
是饱和集。

定理 1 设 X和 Y是拓扑空间， 是满射，

则 f是商映射，当且仅当 f连续且 f将X中的饱和开（或
闭）集映射到 Y 的开（或闭）集。
证明 若 f是商映射，设 C是 X的饱和开集，由

定义知 ，f(C)是Y的子集，由定义知，f(C)
是 Y的开集。反之，设 V是 Y的子集，且 f -1(V)是 X的
开集。因为 f是满射，则 f -1(V)是 X的饱和开集，由假

设知 是 Y的开集，又 f是连续的，由定义

1或定义 3知 f是商映射。
由已有的拓扑空间构造新的拓扑空间常常会用到

商拓扑的特殊情形，首先需要用到分解的概念。

定义 5 设X是 1个集合，X *是X的两两不交的子
集构成的集族，且 ，则称X *是X 的 1个分解。

不难看出，给出 X的 1个“分解”和给出 X上的
1个“等价关系”是等价的，X *的每一个元素就是 1个
等价类。在 X*上赋予由自然投射 p诱导的商拓扑，空
间 X*就称为 X的 1个商空间，这时 p是 1个商映射。
商空间就是将 X中每一个等价类粘合成 1个点所

得的拓扑空间。因此，商空间也叫做粘合空间，商映

射也叫做粘合映射。例如 R2在中子空间 X=[0,1]×[0,1]
上定义 1个等价关系使得：

这时商空间 X*就是环面的一种数字表达。在日常应用

中常常将拓扑空间 X中的某 1个子集 A粘成 1个点来
构造新的拓扑空间。如将[0,1]上子集{0,1}粘成1个点就
得到圆周 S1。

2 商映射和商空间的性质

在引进了上述概念后自然就要讨论商映射和商空

间的性质。从命题1和商映射能将源空间的饱和开（或

闭）集映射为开（或闭）集，就能联想到商映射与开

（或闭）映射的关系，对此有：

定理 2[2] 设 X，Y是拓扑空间， 是连续满

的开或闭映射，则 f是商映射。
定理 2 指出了一类重要的商映射，那是否每一个

商映射都一定是开映射或闭映射呢？回答是否定的。

定理 2只是给出了 1个连续满射是商映射的充分而不
必要的条件，1个商映射可以既不是开映射也不是闭
映射。

例 1 设 定义为 。令

 或 ，则 p是商映射，但
p既不是开映射也不是闭映射。
证明 1）p是商映射。
显然 p是满射，又因为投射π1

是连续的且连续映

射的限制映射是连续的，所以 p是连续满射。设 V是
R中的子集，且 p-1(V)是空间 A的开集，要证 V是 R中
的开集。为此设 x是 V中任意一点，因为 x×0是 p-1(V)
中的点，所以存在实数 a，b，c，d使

，于是，

，

因此 V是 R的开集，故 p是商映射。
2）p不是开映射。

因为 是A中开集，而

不是R的开集，这说明p不是开映射。

3）p不是闭映射。
集合 是 R×R的闭子集，于是

  

是A的闭子集，但 不是R中的闭子集，因
此，p 不是闭映射。
从商映射的定义，定理 2 及反例可看到商映射和

开（或闭）映射没有必然的蕴含关系，连续满的开（或

闭）映射是商映射，但商映射仅是一个比连续满射强

的概念，它可能是开映射，也可能是闭映射，更可能

是既不开也不闭的连续满射。

由于从紧致空间到Hausdorff空间的连续映射是闭
映射，所以有如下推论。

推论 1 设 X是紧致空间，Y是Hausdorff空间，

 连续满射，则 f是商映射。
以下性质在文献[1-2]中均可找到证明。
定理 3 [2] 2个商映射的复合映射仍是商映射。
定理 4[1] 设 是商映射， 是连续

满射，则 f是商映射当且仅当 f。p是商映射。
定理 5[3] 设 是商映射，Z是 1个拓扑空

间， 是映射满足： 是Z的单
点集，则 g诱导 1个映射 满足 f。p=g，且 f连
续当且仅当 g连续 ；f是商映射当且仅当 g是商映射。
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推论 2 设 是连续满射。令

，在 X*上赋予商拓扑。

1）g诱导 1个双射 ，且 f是同胚当且仅
当 g 是商映射；

2）若 Z是Hausdorff的，则 X*是Hausdorff的。
定理 4及推论 2给出了 1个较好的构造新的商映射

和商空间的办法。

例 2 将 Rn空间中 n维球体

  
的边界 S n-1（n-1维球面）粘合成一点所得的商空间与
S n（n维球面）是同胚的。
证明 首先将 Bn参数化，即将 Bn上的点用参数组

表示。这组参数与直角坐标的关系为

 

其中 

 Bn的边界  对应的参数满足 r =1，作

    

，

显然 f 是连续的且为满射，且

，

其余的点之间是一对一的，于是 ，又因为

B n是紧致空间，S n是Hausdorff空间，所以 f是商映射，

由推论  知同胚于 S n 。
在讨论一般连续映射时除作 2 个映射的复合外，

通常还要考虑 1个映射的限制和 2个映射的卡氏积，那
么商映射的限制映射是否仍为商映射，2 个映射的卡
氏积是否仍为商映射呢。答案为不一定，下面举反例

说明。

例 3[4] 设在实数集R上赋予K拓扑 ， 是由基

生成的拓扑，记为

RK
，其中 ，令 是商

映射，则

1）Y是 T1
的但不是Hausdorff的；

2）  不是商映射。

证明 1）任取 ，因为

  

由于子集合K和每一个单点集{y}都是 Rk
的闭子集，即

是Rk
的闭子集，由p是商映射知{[y]}是 的

闭子集，故 是 R1
的。取 中的 2个不同点[0]、

K，因为对于 中含点[0]的任何开集U，有 p-1(U)是

Rk
中含点 0的开集，于是必存在足够大的自然数 n使

得 ，从而 ，因此不可能存

在 中分别含点[ 0 ]和 K 的开集 U 0
、V 0

，使得

，故 不是Hausdorff的；

2） 因为

由 1）知 不是Hausdorff的，则

不可能是 的闭子

集（否则 不是Hausdorff空间，矛盾）。又

，

由于Rk
是Hausdorff的，所以 是Rk

×Rk
的

闭子集。K也是 Rk
的闭子集，于是K×K是Rk

× Rk
的

闭子集，从而 是 Rk
× Rk

的闭子集。因此 p× p
不是商映射。虽然 2个商映射的卡式积不必是商映射，
但有：

定理 6 设 为商映射，K为局部紧致的
Hausdorff空间，则 是商映射。

证明 因为 f× id连续，所以只需证：对 Y× K
的子集 A，若 是 X×K的开集，则 A
是 Y × K 的开集即可。因为 f × i d k

是满射，有

。任取 A中的一点 y0
× k0

，取

，令 ，

有 x0
×k1
∈W，这意味着W是 X×K中含点 x0

×k1
的开

集，从而存在 X中含有点 x0
的开集U和K中含点 k1

的

开集 V ，使 ，于是

。因此 K0
是 K的开集，且

，k0
∈K0

。又因为K是局部紧
致的Hausdorff空间，则K是正则的。由文献[2]引理31.

1知，存在点 k0
的开邻域V使得 是紧致的，且 。

令  ，则 x0
∈U且 ，故

。

下面要证明 是 Y×K的

开集，显然只要证明 是 Y的开集。
由于 f是商映射，只要证 且U是X的

开集。

对于任意映射 f均有 ，又
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所以，由U的构造知 ，故有

。

最后证明U是 X的开集。设 x∈U且 ，任取

是W中的点。因为W是开集，则存在Uk
是

X的开集，Vk
是 K中的开集，使得 ，

从而 K中的开集族 是 的覆盖，由 的紧致

知，存在有限个 V1
，…，Vn

使得 。

令 ，则 x ∈U x
是 X 的开集且

，因此 ，故U是 X的开集。
文献[5]对定理 5作了进一步的研究，引进了比商

拓扑更强的“上诱导拓扑”概念，得到了如下定理。

定理 7[5] 设 为一族拓扑空间，Y为拓扑空

间，Z为局部紧的Hausdorff空间，且映射族

满足 ，若Y上的拓扑由

上诱导，则Y×Z上拓扑亦由
上诱导。

对于商映射的限制映射有：商映射的限制映射不

一定是商映射，但商映射限制在饱和开集（或闭集）上

仍然是商映射。

定理 8 设 是商映射，A与 X相对于映射
p是饱和的，令 是 p在 A上的限制，则

1）当 A是 X的开集（或闭集）时，q是商映射；
2）当 p是 X的开（或闭）映射时，q是商映射。
证明 1） ；

。

对于第一个等式，因为 ， A是饱和集，所

以 ，于是 。

对于第二个等式，因为若U，A是X的任意2个子集均
有 ，又任取 ，

存在u∈U，a∈A使 ，于是 ，

又由于A是饱和集， ，所以 ，故

， 因此 ，即第二

个等式成立。

2）若A是X的开集或 p是开映射，则 q是商映射。

显然 是连续的，因此只需证：若

且 是A的开子集，则V是p(A)的开子集。

① 当 A是 X的开集时，由 是 A的开集可得

是 X的开子集，由 1）有 ，于是

是 X的开集，又 p是商映射，故 V是 Y的开集，
又 ，从而V是p(A)的开集。因此q是商映射。

② 当 p是开映射时，因为  ，
是 A 中的开集，故存在 U 是 X 的开子集，使

，由 p是满射，得 ，于是

，而 p(U)是 Y
中的开集，故 V是 p(A)中的开集，因此 q是商映射。

3）若A是X的闭集或 p是闭映射，则 q是商映射。
将 2） 证明中的“开”集换成“闭”集即可。
定理 6说明，商空间的子空间不一定是商空间。

3 拓扑性质的可商性

若一个拓扑性质在商映射下不变，则称该拓扑性

质是可商的，或者说一个拓扑空间具有某种性质。若

该拓扑空间的商空间仍然具有这种性质,则称这种性质
是可商的。

因为拓扑性质在同胚映射下不变的性质，所以它

是拓扑学研究的重要内容之一，是点集拓扑学的研究

内容，所以研究拓扑性质的可商性是非常必要且非常

有意义的，在拓扑学中一般介绍的拓扑性质有：连通

性，可数性，分离性和紧致性。

3.1 连续性的可商性

通常情况下，连通性包括一般连通性、道路连通

性、局部连通性和局部道路连通性。由于连通性，道

路连通性都是连续映射下不变的，而商映射是连续

的，故连通性和道路连通性均是可商的。而局部连通

性和局部道路连通性在连续开映射下一定是不变的。

又商映射不一定是开映射，那么局部连通性和局部道

路连通性是否可商不能直接作结论。下面的定理说明

局部连通性和局部道路连通性均是可商的。

定理 9 设 是商映射，若 X是局部连通
的或局部道路连通的，则 Y是局部连通的或局部道路
连通的。

证明 由文献[2]定理 25.3知：拓扑空间 Y是局部
连通的当且仅当对 Y中的任意开集U，U的每一个连
通分支 Y是中的开集。假定U是 Y中的开集，C是U
的一个连通分支，要证 C是 Y的开集。由于 p是商映

射，只要证 是X的开集。为此任取 中的一

点 x，因为 ， 是 X的开集，由于

X是局部连通的，则 中含点 x的连通分支 Cx
是

X的开集。由 p连续知 是 Y的连通子集且

，而 C 是含点 p ( x )的连通分支，则

，于是 ，故 是 X的开集。

对于局部道路连通性是可商性质的证明，只要利
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用文献[2]中定理 25.4，按上面类似证明即可。
3.2 可数性的可商性

与可数性有关的拓扑空间有第一、第二可数空

间、可分空间和Lindel f空间。第一、第二可数空间在
连续开映射下的像仍然是第一、第二可数空间；可分

空间和 Lindel f空间的连续像仍然是可分的、 Lindel f
的。因此可分性和Lindel f性是可商的，但第一、第二
可数性是否可商就不明了。下面的例子说明第一、第

二可数性是不可商的。

例 4 设 X=R，赋予标准拓扑，则 X既是第一可数
的也是第二可数的。设 Z是全体整数集， ，赋

予商拓扑，则 Y不是第一可数的，因为 Y中的点 Z处
没有可数局部基，从而 Y 更不是第二可数的。
3.3 分离性的可商性

与分离性有关的拓扑空间通常是指 T 0
、T 1

空间，

Hausdorff空间，正则空间和正规空间[2]，所有这些分

离性都不是可商的。例 3中 1）说明不是可商的，但该
例中 Rk

的不是正则的。下面再举例说明正则性也不是

可商的。

例 5 设 X是正则空间但不是正规的，由于 X不
是正规的，则一定存在 X的 2个不相交的非空闭子集

A、B使得 A、B不能用开集分开。令 ，则商空

间 中的点的形式为A和{x}，x∈X-A。

是自然投射，因为 中是X中的闭集，故{A}
是 中的闭集。又 是X中的闭集，所

以集 是 中的闭集，若存在 中的开

集 U、V 使 且 ，则

且 是 X 中开集，

 ，这与假设 A，B不能用开集分开
矛盾。因此 不是正则的。

3.4 紧致性的可商性

紧致性、可数紧致性和序列紧致性都是在连续映

射下是不变的，因此紧致性、可数紧致性和序列紧致

性均是可商的。但局部紧致性、极限点紧致性不是可

商的，下面举例说明。

例 6 设 X=R带有通常拓扑，则 X是局部紧致的，

Z是整数集， 是商空间。 是自然投射。

设U是商空间 中包含点Z的 1个开邻域的集合，则

是 X的子集且存在 X中开集 V使得
。由于 X 上的拓扑为通常拓扑，则

，取

，

记 ， 则

是空间 Y 中的

集合U 的 1个开覆盖，显然它没有有限子覆盖，因此

商空间 不是局部紧致的。

例 7 设 X=Z+
带有以 为拓

扑基生成的拓扑；Y=Z+
带有离散拓扑，则X是列紧的。

事实上，设A是X的任何一个无限子集，则minA存在，
当minA为奇数时，令 =minA+1 ；当minA为偶数时，令

=minA-1，可以验证 ∈d(A)。但 Y不是列紧的。作
，则 ，

，这说明 p是连续的且为满射。又

是 Y的开集，则 p是开映射，于是 p
是商映射，说明列紧空间的商空间不一定是列紧的。

文献[5-7] 给出了关于商映射和商空间的一些结
论，这方面还有一些值得考虑的地方：如分离性的不

可商性，文中只给出了Hausdorff性和正则性的不可商
性的例子。考虑举出其它分离性不可商的例子，在何

种条件下，它们就可以是可商的；又如商映射的卡氏

积不一定是商映射，文中给出了一个结论，是否还有

其它这方面的结论，等等。
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