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非线性积分微分方程Runge-Kutta方法的收缩性

陈志钢

（株洲职业技术学院，湖南 株洲 412000）

摘 要：将 Runge-Kutta方法用于求解 类非线性刚性积分微分方程，获得了方法的收缩性条件。
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Contractivity of Runge-Kutta Methods for Nonlinear
Integro-Differential Equations
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Abstract：The Runge-Kutta method is applied to solve   nonlinear rigid integro-differential equations and the
contractive conditions for the methods are derived.
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0 引言

积分微分方程广泛出现于生态学、核反应、控制

理论等领域[1 ]，由于其理论解一般难以获得，只能用

数值方法进行计算，因而其算法理论的研究十分必

要。近年来，针对不同类型的积分微分方程，许多学

者对其数值方法的理论进行了深入研究，取得了众多

研究成果[2-5]。针对一类刚性积分微分方程，文献[6]研
究的数值方法是单支θ- 方法，其中积分采用复化梯

形公式计算，在一定的条件下成立稳定性不等式：

，

其中 k是一常数，k= 。在此基础上，本文研

究更广泛的一类数值方法，即Runge-Kutta方法求解刚
性积分微分方程的数值稳定（单支θ- 方法也可视为

Runge-Kutta方法，但最高阶只有 2阶），积分部分采用
同样的Runge-Kutta公式计算（因此也称为 Pouzet型

Runge-Kutta方法，与文献[6]不同），获得了Runge-Kutta
方法稳定的充分条件。

1 积分微分方程的收缩性

设 是空间C N中的内积， 是相应的范数，考虑

如下一般形式的非线性积分微分方程初值问题

           （1）

这里 T 是一适度大小的正数，

是给定的连续映射，并满足：

     （2）

                               （3）

                           （4）
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这里 ，和 是适度大小的实常数，而条件（2）意
味着允许函数 f (t,u,v)关于第二个变元 u具有刚性。与
文献[6]类似，把满足条件（2）~（4）的所有问题（1）
称为问题类 。

为研究问题（1）的稳定性，引入相应的扰动问题

              （5）

并设问题（1）和（5）分别有唯一真解。
作为Volterra泛函微分方程的一个重要类型，将文

献[7]中定理 1应用于积分微分方程初值问题（1），得
定理 1。
定理 1 若问题（1）属于问题类 且满足

              （6）

上式表征问题（1）的收缩性。

2 Runge-Kutta方法的收缩性
以(A, b, c)表示求解常微分方程的 s级Runge-Kutta

方法，其中

为 s× s矩阵，向量

，并设 。

将Runge-Kutta方法(A, b, c)用于求解问题（1）得

                   
（7）

h>0是积分步长， 分别是 y(tn)

和 的逼近， 是 的

逼近，由同样的Runge-Kutta公式可得

。                 （8）

类似地，应用同样的方法于问题（5）有

        
          （9）

。           （10）

这里 和 分别是 和 的逼近， 是

的逼近。

定义 1 （见文献[8]） Runge-Kutta方法(A, b, c)称
为是代数稳定的，如果

。

这里矢量 指该矢量的每个分量 ，

一个实对称矩阵M 0是指该矩阵非负定。
对代数稳定的Runge-Kutta方法，记为定理 2
定理 2 若求解常微分方程的 Runge-Kutta方法

(A, b, c)是代数稳定的且问题类 的参数满足

，那么此方法求解 类问题（1）

和（5）得到的数值解 yn
和 满足如下收缩性不等式：

。                   （11）

证明 记  ，

于是由式（7）和（8）得

                          （12）

                                                    （13）

由此易得（参见文献[8]）

                                                                                       （14）

这里M ij
为矩阵 的第 i行

j列的元， 。于是由Runge-Kutta方
法(A, b, c)的代数稳定性并利用条件（2）~（4），由式
（14）得

                                                                                                （15）
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由于Runge-Kutta方法(A, b, c)代数稳定，故

bmin 1，因此当 时，

，

于是由式（15）有

                                                                                       （16）

上式递推下去并注意 得

利用条件 ，由式（16）易知

于是

由此完成定理 2 的证明。
注 1 将文献[9]中关于刚性积分微分方程的B-稳

定不等式应用于积分微分方程（1）得到

                              （18）

其中Q(tn)是一个与 tn
有关且呈指数增长的函数，显然

本文得到的Runge-Kutta方法关于积分微分方程的收
缩性不等式（3）更好地描述了数值方法的稳定性，但
其条件较文献[9]更为苛刻。
  注 2 当积分微分方程没有积分项，也即问题（1）
退化为常微分方程初值问题，定理 1表明代数稳定的

Runge-Kutta方法是BN-稳定的。
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