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Zn[ ]的零因子图
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摘 要：从同余（mod 3）的角度对 n的素分解式分类，利用数论及环论知识，离散地讨论了代数整数环的
模 n剩余类环 Zn[ ]零因子图，得到了这个图的直径、平面性与围长，从而使得 Zn[ ]抽象的零因子结构有了比较
形象的几何直观。
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Analysis of Zero-Divisor Graph of Zn[ ]
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Abstract：By classifying the prime factorization of n by congruence relation(mod 3), the zero divisor graph of Zn[ ] is
dispersely discussed at the base of arithematic knowledge and ring theory .Good results of diameter, planarity and the girth of
Г(Zn[ ]) are obtained, which is good for making a visual geometrical graphics of zero divisor structure of Zn[ ].
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环的零因子图的研究，建立了环论与图论两大数

学分支之间的联系。环的零因子图的定义首先是由

I.Beck在文献[1]中给出，但他的主要兴趣是研究环的
零因子图的着色问题。D.F.Anderson和 P.S.Livingston
在文献[2]中修改了 I.Beck在文献[1]中所给的定义，此
后换的零因子图成为了热门话题。本文受文献[3-5]的
影响，给出了代数整数环 Z[ ]的剩余类环 Zn[ ]的零因
子图Г(Zn[ ])的直径、平面性与围长，其中

为 x3=1的 1个根。

如不作特殊说明，本文所指环均为含幺交换环，

用 p表示 1个素数，R specr
为环的素谱，Rmax

为环的极

大谱，R jacbson
是环的根，(a)表示由 a生成的主理想；

D(R)表示环 R的零因子集合，U(R)则是环 R的单位乘
群；图G上 2点 x，y之间的距离是指 x到 y之间所有

路径中最短路的长度，记为 d ( x ,  y )；图 G 的直径

，图G中与 x相连的点的

集合称为 x的邻域，记为N(x)，称G为平面图，如果
它能画在平面上且它的所有边只在端点处相交。有关

图论知识参见文献[6]。

1 预备知识

定义 1 令环 R的非零零因子集合D(R)*为环 R的
零因子图Г(R)的顶点集，并且 2个不同的顶点 x和 y有
1条边相连，当且仅当 xy=0。
首先给出环 Zn[ ]的零因子图的几个简单例子。
例1 R= Z2[ ]={0,1, ,1+ }为域，故Г(Z2[ ])为空

图，易验证 Z5[ ]是 1个域，其零因子图也是 1个空图。
例2 R=Z3[ ]={0, 1, 2, , 2 ,1+ , 2+ , 1+2 , 2+2 }，
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其零因子集D(R)={0, 1+2 , 2+ }，单位乘群U(R)={1, 2,

, 2 , 1+ , 2+2 }，此时 ，Г(Z3[ ])是

直径为 1 ，围长为∞的平面图。虽然如此，但

却并不同构于 。

例3 R=Z4[ ]={0, 1, 2, 3, , 2 , 3 , 1+ , 1+2 , 1+3 ,
2+ , 2+2 ,2+3 , 3+ , 3+2 , 3+3 }，

D(R)={0, 2, 2 , 2+2 }，U(R)=R-D(R)，

此时 ，其零因子图是 1个三角形。

引理 1 [2] 设 R为交换环，则Г(R)是连通的，且
Г(R)diam < 3。
引理 2 [3] 设 R是有限环，且 ，其

中 Ri
（i=1, …, n）是局部环，则
1）n > 4时，Г(R)不是平面图；

2）n=3时，如果Ri
（i=1, 2, 3）中有1个至少有4个

元素，则Г(R)不是平面图；

3）n=2时， > 4（i=1, 2），则Г(R)不是平面图。

注：事实上，注意到一个图若含 K 3,3
，则这个图

必定不是平面图，容易证明即使引理 2中的 R i
不是局

部环，结论也是成立的。

引理 3[3] 设（R, m）是有限局部环，m≠0， ，

如果 > 28，则Г(R)不是平面图。

引理 4[3] 设（R, m）是有限局部环，m≠0， >4，

如果 >26，或 >7则Г(R)不是平面图。
引理 5[2] 设R是Artin环，如果Г(R)中包含圈，则

2<Г(R)gr < 4。

2 主要结果及证明

定理 1 设 R=Zn[ ]，则

1）当 n的素因子个数为 1时，即 n=pk，分 3种情
况讨论：

I）p=3，若k=1，则Г(R) diam=1；若k>2，则Г(R) diam=2。
II）p≡ 1(mod3)，若 k=1，则Г(R)为完全二部图，

从而Г(R)diam=2；若 k > 2，Г(R)diam=3。
III）p≡2(mod3)，若 k=1，则R为域，从而Г(R)为

空图；若 k=2，则Г(R)diam=1；若 k > 3，Г(R)diam=2。
2）当 n的素因子个数>2时，仅当 n=p1p2

，pi
≡

2(mod3)为素数时(i=1, 2)，Г(R)diam=2，其它情况下
Г(R)diam=3。
证明 1）当 n的素因子个数为 1时，n=pk（p是

素数，k 是正整数）。
I）p=3。当 k=1时，由例 2可知Г(R)diam=1。
当 k > 2时，由文献[5]可知：Zn[ ]为局部环，其唯

一极大理想为（1- ），故 ，因为

k > 2，故(1 - ) (2 + )≠0，所以Г(R)diam>2；另一方面，

因为3k-1(2+ )∈D(R)*，且 ，都有3k-1(2+ )
(1- ) = 3k =0，所以Г(R)diam=2。

II）p≡1(mod3)，由文献[5]可知：当k=1时， ，

且 与 都是 p的互素的素因子 ，易知 R
为 2个域的直和，Г(R)为完全二部图，故Г(R)diam=2；
当 k > 2 时， ，显然 ，并且

，

，易知

，所以 ，但由引理 1可知
Г(R)diam<3，故 k > 2，Г(R)diam=3。

III）p≡ 2(mod3)，当 k=1时，R为域，Г(R)为空

图；由文献[5]可知：当 k=2时， ，因

，都有 p ·p =p2 =0，故Г(R)diam=1；当 k>2
时，p·p ≠ 0，但 ，所以

Г(R)diam=2。

2）当 n的素因子个数>2时，设 ，ki>1,
i=1, …, s，则可分为以下 2种情况：

I）s > 3时，p1, p2
∈D(R)*，

，

，

由于 p1p2
≠0，且N(p1) N(p1) =Φ，所以 d(p1

，p2) >3，
由引理 1再可知Г(R)diam=3。

II）s=3时， ，有 p1
，p2
∈D(R)*，又可分

为 2种情形：
情形 1 k1

，k2
至少有 1个大于 1，不妨设 k1>2，

，

，

由于 p1, p2
≠0，N(p1) N(p2)=Φ，所以d(p1

，p2) > 3，再
由引理 1可知Г(R)diam=3。
情形 2 k1=k2=1，n=p1p2

，若 p1=3，则(1- ),

p2
∈D(R)*, N(1- )= ，1- 不整除 ， ，

，而(1- ) p2
≠0，N(1- ) N(p2)=Φ，

故Г(R)diam=3。
若 p1
，p2
中有 1个不妨设 p1

≡ 1(mod3)，则 p1
有不

可约分解为 ，则 ，p2
∈D(R)*，与上类似可得

Г(R)diam=3。
若pi
≡2(mod3)， i=1,  2,  Zn[ ]= Zp

1 
p

2

 [ ] Zp
1

[ ] 
Zp

2

[ ]，而 Zp
2

[ ]，Zp
2

[ ]都是域，所以Г(R)为完全二部
图，Г(R)diam=2。
定理 2 设 R=Zn[ ]，则
1）Г(R)为空图  n=p≡ 2(mod3)是素数。

2）Г(R)不是空图，则Г(R)为平面图 n=3或4，其
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它情况下Г(R)不是平面图。
证明 1）Г(R)为空图 R为整环，一方面由于当

n=p≡2(mod3)时，R为域从而是整环，故Г(R)为空图；
另一方面，Г(R)是空图，则 R= Zn[ ]为整环，而有限
整环必为域，故此时 R为域，由文献[5]可证明 R为域

n=p≡ 2(mod3)是素数，从而 1）成立。

2） ，其中pi
≡1(mod3)，qi

≡

2(mod3)，ki,lj > 1是 n的素分解标准式，则有以下 3种
情况：

I）s > 2，此时 R分解为局部环的直和时，直和项
多于 4项，由引理 2中的 1）知，Г(R)不是平面图。

II）s=1，若 t > 2，R分解为局部环的直和时直和项
也多于4项，由引理2中的1）知，Г(R)也不是平面图；
若 t=1，k0 > 1，R分解为局部环的直和时直和项数

为 4，依然有Г(R)不是平面；
若 t=1，k0=0或 t=0，k0 > 1，R分解为局部环的直和

时直和项数为 3，由引理 2中的 2）知Г(R)不是平面图。
III）当 s=0时，若 t > 4或 t=3且 k0 > 1，则由引理

2中的 1）知Г(R)不是平面图。
若 t=3且 k0=0或者 t=2且 k0 >1，则R分解为局部环

的直和时直和项数为 3，由引理 2中的 2）知Г(R)不是
平面图。

若 t=1且 k0=0，则 ，R为局部环，当 l1=1时，

R为域，Г(R)为空图；当 l1 > 2时，由引理 3知Г(R)不
是平面图。

若 t=0且k0 > 1，则 ，当k0=1，Г(R)是平面图；

当 k0 > 2时， ， ，由引理 3知Г(R)不是平

面图。

定理3 设R= Zn[ ]，R为有限环，因而是Artin，则

1）n=3或 n=p≡ 2(mod3)时，Г(R)gr=∞。
2）n=p1p2

，pi
≡ 2(mod3)或者，n=p≡ 1(mod3)时，

Г(R)gr=4。
3）其它情况下，Г(R)gr=3。

证明 设 是 n的标准素分解式，令
，i=1, …, s，则可分为如下 3种情形：

情形 1 当 s >3时，v1- v2- v3- v1
是Г(R)中长为 3

的圈，所以Г(R)gr=3。
情形 2 当 s=2时，若 k1

，k2
中有 1个大于 1，不妨

设 k1>2，由于 ，

因而 v1-v1 -v1(1+ )-v1
是Г(R)中长为 3的圈，所以

Г(R)gr=3。
若 k1=k2=1，即 n=p1p2

，当 p1
，p2
中至少有 1个，不

妨设为 p1
≡ 1(mod3)时，再设 为 p1

在 Z[ ]中的

不可约分解，则 为Г(R)中长为3的
圈，所以Г(R)gr=3；当 pi

≡ 2(mod3) 时（i=1, 2），Г(R)
为完全二部图，所以Г(R)gr=4；当 n=3p, p≡ 2(mod3)
时，Zn[ ] Z3[ ] Zp[ ]，Г(R)中有圈(1+2 ,0)-(0, )-
(2+ ,0)-( 1+2 , 0)，其中 ∈Zp[ ]，所以Г(R)gr=3。
情形 3 当 s=1时，若 n=3k，当 k=1时，Г(R)中无

圈，所以Г(R)gr=∞；当 k >2时，3k -1-3k -1 -3k-1(1+ ) -
3k-1就是Г(R)中的 1个圈，所以Г(R)gr=3。
若 n=pk, p≡ 1(mod3)，当 k=1时，Г(R)为完全二部

图，所以Г(R)gr=4；当 k >2时，
是Г(R)中的 1个圈，所以Г(R)gr=3。
若 n=pk, p≡ 2(mod3)，当 k=1时，R为域，Г(R)是

空图，所以Г(R)gr=∞；当 k>2时，pk-1-pk-1  - pk-1(1+ )-
pk-1为Г(R)中的 1个圈，这是因为 p2k-2= pk·pk-2，所以

Г(R)gr=3。
综上，定理 3成立。
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