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无网格分析 Poisson方程边值问题

杨 芬 1，魏玉明 1，江 宏 2

（1. 常德职业技术学院，湖南 常德 415008； 2. 湖南工业大学 管理科学与工程研究所，湖南 株洲 412008）

摘 要：通过耦合边界节点法和径向基函数，无网格求解 Poisson方程边值问题。把 Poisson方程的解分解
为齐次解和特解两部分，用径向基函数逼近特解，用边界节点法表示齐次解。叠加这两部分解的表达式，使其

在所有配置点满足控制方程和边界条件，得到以待定系数为未知量的方程组。数值算例验证了该方法的可行性

和有效性。
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Non-Mesh Analysis for Poisson Equation Boundary Value Problems
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Abstract：In view of couples boundary node method and radial basis functions, a non-mesh method was presented to
solve Poisson equation boundary value problems. In this method, the solution of original equation decomposed into a particu-
lar solution and a solution of laplace equation. Then, the particular solution was approximated by a series of radial basis
functions, and the corresponding homogeneous solution was represented by means of boundary node method. After coupling
the two expressions of the solution and forcing the boundary conditions, the equations were obtained to determine the
unknown coefficients. Numerical examples are presented to show the efficiency of the presented method.
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0 引言

无网格法是近年来兴起的一种数值计算方法，它

只需在计算区域或者边界上选取若干节点及其支撑基

函数，不需划分网格，有其优点，应用广泛。边界节

点法（BNM）是一种将边界积分方程和移动最小二乘
近似（MLS）[1]方案相结合的边界型无网格法。到目前

为止，BNM只应用于求解 Laplace问题[2, 3]和弹性力学

问题[4 ]等不带有非齐次项的线性问题。

对 Poisson问题，采用传统边界元法（BEM）需计
算在区域内的积分。文献[5, 6]提出Dual Reciprocal BEM
（DR-BEM）和multiple reciprocal BEM （MR-BEM）把域

内积分转换成边界积分，再对边界剖分单元。这两种

方法虽然能处理非齐次问题，但仍需在边界上划分网

格，这在处理复杂边界和移动边界问题、以及做自适

应分析时要耗费很大的计算量。

文献[7, 8]通过在虚拟边界上选择配置点，并在所
有配置点上采用径向基函数（RBF）[9]作为支撑，发展

了一种求解 Poisson方程的无网格法。该方法的求解精
度严重依赖于虚拟边界和真实边界的距离，该距离目

前还没有理论上的最优值。本文直接在原有边界上选

择配置点，采用耦合 BNM和 RBF的方式来求解这类
方程。该方法首先把 Poisson方程的解分解为特解和齐
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次解两部分，对满足有非齐次项的 Poisson方程的特解
在配置点上采用RBF逼近，对满足Laplace方程边值问
题的齐次解用BNM进行处理。然后，叠加特解和齐次
解得到通解表达式，并让通解在所有配置点满足控制

方程和边界条件，得到待定未知量的代数方程组。最

后通过具体的算例验证所提方法的可行性和有效性。

1 用 BNM和 RBF求解 Poisson方程
设 是 R2中具有光滑边界 的单连通区域，对于

如下 Poisson方程
，                            （1）

满足的边界条件是
，                                                  （2）

其中：Δ是Laplace算子；f、g仅是坐标变量 x1, x2
的函

数； ，n是边界单位外法向量； (i =1,
2)是已知系数。
把式（1）和式（2）的定解 u分解成齐次方程解

uh
和非齐次方程的特解 up

，即

 u = uh + up
，                                                               （3）

那么 up
和 uh

分别满足

Δ u p = f ( X )。                                                                      （4）

和                     （5）

1.1 用RBF逼近特解 up

以区域内选取的若干节点为中心，用RBF 逼近

右端项 f (X)[9]，即

，                                                      （6）

其中： 是未知系数；N是边界节点的数目； L是区域
上的内点数目。

寻找对应于基函数 的特解 v i
，使得
，                             （7）

把式（7）代入式（6），再根据方程（4）可得特解的
表达式

。                                                    （8）

在 DR- BE M 中，常选用 1+ r i
作为 RBF，其中

表示计算点 X和节点 Y i
之间的距离。本

文将分别选取包括 =1+ri
在内的3种RBF，相应的RBF

及其关于 Laplace算子的特解见表 1。
1. 2 用边界节点法表示齐次解 u h

Laplace方程边值问题（5）的解的边界积分表达
式为[2] ：

，（9）

其中： 是Laplace算子的基本解； ， 。

在边界 上，将未知变量uh
和qh

用MLS方案近似，
对计算点 X（包括Gauss点和边界节点）选取在其影
响域内的弧长 s 作为参数，即

，                  （10）

其中： 和 是节点值 和 在节点 Y i(s)
的近似值；NX是计算点 X (s)的影响域中节点的个数；
是边界节点 Y i ( s )的 M L S 形函数，形函数矩阵

，                                         （11）

其中： 是基函数，本文选用 ；矩阵

，

，wi(s)是权函数。

Gauss型函数、指数函数、样条函数都可作为MLS
中的权函数。文献[3]通过数值算例比较了这几种权函
数对BNM精度的影响，发现Gauss型函数最佳。因此

本文选用Gauss型函数

式中：c是控制相对权重的参数，并根据Chati等的工
作取为 0.4[3]； ，di

是定义在边界节点

Y i(s)处的 RBF的支撑域半径，Kothnur [4]等人认为在

BNM中，计算点的影响域内应该包含 6~12个边界节
点，因此本文将 di

取为 3.5 h，其中 h为相邻节点间最
小距离。

以节点 作为配置点，将式（10）代入
式（9），并把边界离散成 NC个背景网格，得

 
 （12）

其中NX、NYi
分别是计算点 X和配置点 Yi

支撑域中的

节点数目。

方程（12）中左边的积分总是非奇异的，可以用
Gauss积分公式计算。对方程（12）右边的积分，当

时，是非奇异的；当 时，具有对数奇异性，

表 1 RBFφi和相应的 vi

Tab. 1 RBFφi and the corresponding vi

vi

1+ri

TPS:
ri

21nr i

MQ:
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此时可用文献[2]中的方法将其转化为非奇异。
由于MLS插值缺乏 函数的性质，因此不能通过

将节点值取为边界给定值的方法引入边界条件。

1 . 3 组装系统方程组和处理边界条件

根据上述分析，Poisson方程（1）的解可以表示为

 ,                       （13）

,                     （14）

,                                    （15）

其中wi
， 由表 1给出。当 时，uh

和 qh
的表达式

见式（10）；当 时，

。

为了决定未知量
i
、 和 ，方程（15）必须在N + L

个配置点上满足控制方程（1）；方程（13）和（14）必
须在 N个边界节点上满足边界条件（2），即：

组装上述方程组和方程组（12），得
Kx = F，                                                                        （16）

其中未知向量 x包含 3N + L个未知量 i
、 和 。

2 算例

在以下算例中，定义全局 L 2
范数

来度量误差[2]，其中Nt
为

计算的内点数目，选取 100个内点；u i
(e)、u i

(n)分别为第

i个测试点的解析解和数值解； 是 u在这Nt
个测试

点上的解析解的最大值。

例 1[11] 在正方形 内考虑 Poisson
方程 ，以及解析解 。在边

界上等距分布 N 个边界节点，前 N / 4 个节点满足

Numann边界条件，后3N/4个节点满足Dirichlet边界条
件。内点和测试点均匀分布在Ω内的正方形网格上。

例 2 [ 5 ] 在椭圆 内考虑

Poisson方程Δu = -x2
1
，以及解析解

。

在边界上等距分布N个边界节点，前 3N/4个节点满足
Dirichlet边界条件，后N/4个节点满足Numann边界条
件。内点和测试点均匀分布在 内的正方形网格上。

1）和DR-BEM的数值比较。
文献[5]通过选用1+ r作RBF逼近Poisson方程的右

端项，用DR-BEM求解了算例 2的Dirichlet边值问题。
我们选取 16个边界节点和 17个内点比较本文方法和
文献[5]的数值结果，结果见表 2。从表 2中可以看出，
本文方法具有和DR-BEM同样的精度，这说明本文方
法求解 Poisson方程是可行的。

表 2 数值结果比较

Tab. 2 Numerical results comparison

x1 , x2

0.00, 0.00
0.00, 0.45
0.30, 0.00
0.60, 0.45
0.90, 0.00
1.20, 0.35
1.50, 0.00

0.126
0.092
0.142
0.134
0.240
0.225
0.282

1+r TPS

0.151
0.118
0.165
0.159
0.249
0.224
0.231

MQ(c=0.2)

0.137
0.104
0.152
0.145
0.242
0.221
0.254

DR-BEM with
1+r

解析解

0.127
0.092
0.142
0.135
0.236
0.220
0.269

0.137
0.104
0.151
0.144
0.240
0.220
0.260

2） 收敛性分析。
为了研究本文方法的收敛性，定义如下的误差范

数来度量收敛率：

  
，

其中 e i+1
和 e i
，hi+1

和 hi
，表示不同数目边界节点所对

应的误差和节点间距。收敛性结果见图 1和图 2，从中
可以看出 3种RBF的误差相差不大，但是 TPS的收敛
率最高，1+r的收敛率最低。

3） 稳定性分析。

对边界节点处的已知边界值 u 和 进行扰

动 ， ，其中 和 分别是平均值

BNM
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为零、标准差为 和 ·

的随机向量，这里表示附加在边界数据上的

扰动率。选取 p=1, 2, 3, 4, 5对本文方法进行稳定性分
析，数值结果如图 3和图 4所示。从图中可以看出，对
算例 1，当用 3种RBF逼近右端项时，误差都是随着扰
动率的增加而增加。由于算例 1的误差都比较小，所
以虽然图 3中误差在增加，但是数值结果的变化并不
大。对算例 2，当用 3种RBF逼近右端项时，误差变化
都很小。这说明本文方法是稳定的。

3 结语

本文通过耦合BNM和RBF，求解了 Poisson方程
边值问题。与DR-BEM和MR-BEM比较，该算法是一
种无网格法，无需划分边界单元和剖分内部区域。选

用了 3种不同的RBF来比较求解的效果，通过数值算
例发现用 3种 RBF计算的结果差别很小，但使用 TPS
函数时的效果最好且具有较高的收敛率和较好的稳定

性，所以无网格法是处理带有非齐次域内分布函数项

问题的一种有效的解法。
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  图 2 算例 2的收敛
Fig. 2 Convergence of
calculating example 2

图 1 算例 1的收敛性
Fig. 1 Convergence of
calculating example 1

图 4 算例 2的稳定性
   Fig. 4 Stability of

calculating example 2

图 3 算例 1的稳定性
Fig. 3 Stability of

calculating example 1
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