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二层多随从线性规划的几何性质和最优化条件
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摘 要：介绍了二层多随从线性规划中下层随从不合作的模型，在约束集为非空有界的前提下，讨论了可

行集的几何性质，并利用线性规划对偶理论的基本性质，得到了两个最优化条件。
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Abstract：A model of an uncooperative linear bilevel programming problem with multiple followers is presented. Under
the assumption of the nonempty and bounded constrained set , we discussed some geometric properties of the feasible set, and
obtained two optimality conditions by some basic properties of the linear programming's duality theory.
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0 引言

Von Stackelberg 在其不平衡市场经济一文中，首次
提出了两层规划[1]。作为其拓展，Candler和Norton于

1977年为解决分层决策问题提出了多层规划模型[2 ]。

实践表明，它们能有效处理实际分层管理系统的决策

问题。对具有明确层次性的系统，上层对下层子系统

通过控制变量，以实现整个系统的最优化。因此，二

层系统模型方法是简单有效的。

二层线性规划模型在实际管理中有着广泛的应用，

一般对上下层均为一个决策者的情况讨论较多[3-5]，在

实际的二层管理系统中，往往下层有多个随从，因此

对它的研究就显得尤为必要，文献[6-9]根据各个问题
的机理给出了一些有效的算法，文献[10，11]对二层多
随从的模型在理论上作了些探讨，但总体来说，其最

优化条件的成立是以满足 Sl a t er 条件并运用 Kuh n -
Tucker条件为前提；本文利用线性规划对偶理论基本
性质得到的最优化条件为前提，相比之下，条件放宽

松了。文献[6]根据下层各随从的合作情况给出了 9种
模型，本文着重考虑了下层各随从彼此间相互独立的

情况，其他模型通过类似证明，也有相应性质。
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1 模型及定义

本文讨论的二层多随从线性规划模型（MFBLP）
如下：

F(x, y1,…, yN )和 f i(x, yi )分别是上层和下层第 i随从
的目标函数，x∈Rn，yi

∈Rmi，c∈Rn，ci
∈Rn，di

∈R mi，

ei
∈ R mi，b∈ R p，bi

∈ Rqi，A∈ RP× n，Bi
∈ R p×mi，

Ai
∈ Rqi

× n，Di
∈ Rqi

×mi，(i=1,2,…,N)。
定义 1 约束集

  

上层决策集

下层决策集

下层最优决策集

定义 2 可行集

  

易知： 。

定义 3 若 ，对任意给定的( x ,

y1,…, yN )∈K，如果 <F(x, y1,…, yN )成立，

则称 为MFBLP的最优解。
定义 4 C的凸子集C0称为C的面，若 1, 2∈C，

存在0< <1使得 = 1+(1- ) 2∈C0，则必有 1, 2∈C0。[12]

定义 5 若C1为凸集C的若干个面的并，则C1为

弱拟凸集。[4]

定义 6 设 ，如果存在非空集 ，

X1
和 X2

都为开集或都为闭集，使得

             

则称 X是不连通集，否则 X为连通集。[13]

2 几何性质及最优化条件

定理 1 若约束集 S是非空有界集，则可行集K是
S的若干个面的并。
证明 令 ，存在

∈(0,1),满足 ，

由定义 4易知；要证 ，

用反证法证之。

不妨设 。显然有：

。因为S是非
空有界集，所以 ，由定义 1 知：

为非空有界，不失一般性，

我们详细考虑第 i 随从的情况。令 ，使得

，易知

。则有：

和

成立。因为 S 是凸集，则有：

由于 ，

因此有

则对第 i随从有：
，

显然有

易得 ，

这与 矛盾。

所以 不成立，即 。

同理可证 ，定理 1得证。
推论 1 若 S有界，则可行集 K为弱拟凸集。
由定义 5和定理 1易证。
推论 2 若 S有界，则可行集K为非空有界闭集。
推论 3 若 S有界，如果MFBLP存在最优解，则

最优解 。

推论 4 若 为 K的极点，则

为 S的极点。
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由Caratheodory表示定理易证。
定理 2 若约束集 S非空有界，则可行集 K是连

通的。

  证明 由文献 [14]中的定理 8易证K是闭集，下
面证K为连通集。反证法证之，设K为不连通集，由
定义6知，存在闭集K1,K2

使得

  。

令 和

。易证 s1(x) ,

s2(x)为闭集，且 ，因 S是有界的，且
，显然

，则有
1
或

2
。显然 ，因此

。由定义1知，s(x)是凸集，易得 s(x)
是连通的，则有 。假定

，有 使得

成立。对第 i随

从有 ，由定义1知 为凸集，

则存在 ∈[0,1]，满足
。

显然有 ，

 
或

     

因此 。这与

矛盾，所以 K是连通的，证毕。
上面讨论了 K的弱拟凸和连通性，下面我们利用

线性规划对偶理论的性质讨论MFBLP的最优化条件。
定理 3 若 S非空有界，并且(x, y1,…, yN )∈ S，则

(x, y1,…, yN )∈K，当且仅当存在
，使得：

，

 （其中 i=1, 2,…, N）成立。

证明 因为 ( x , y1 ,… , yN )∈ S，并且 (x,
y1,…, yN )∈K，所以有(x, y1,…, yN )∈ s(x)×p1(x)×…×

pN(x)，不失一般性，现详细讨论第 i随从。当上层给
定 x 后，下层第 i 随从可化为如下形式：

 

由对偶定理知，存在

，

使得：

由线性规划对偶理论的互补松弛性知，存在 ys,μs
，可

将上面的原问题和对偶问题化为如下形式：

并且：

由对偶定理知，若原问题和对偶问题有最优解，则其

目标函数值相等：

，

因而有

所以有 。

即

其他情况同理证明，所以 i=1,2,…,N上式均成立。
  若(x, y1,…, yN)∈ S，由定义 1有 x∈ s(x)和

yi
∈ si(x),i=1,2,…,N。下面详细讨论第 i随从的情况。当
上层给定 x 后，存在 ，使得

，

 

由对偶定理知，y i
是下层第 i随从的最优解，所以有

yi
∈pi(x)。
同理有 y1

∈p1(x) , y2
∈p2(x) ,…, yN

∈pN (x)。
因此(x, y1,…, yN)∈ s(x)× p1(x)×…× pN(x)，
即(x, y1,…, yN)∈K，证毕。
定理 4 若S是非空有界集，并且(x*, y*

1,…, y*
N)∈S，

则(x*, y*
1,…, y*

N)是MFBLP的最优解，当且仅当存在
，使得(x*, y*

1,…, y*
N)是如下问

题的解：
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证明 由定理 3易证。
   令(x*, y*

1,…, y*
N)∈ S，并存在

，

使得 ，

不失一般性，对下层第i随从，由定理3易知，y*
i
∈pi(x*)。

同理可得 。

显然有 K，因此 是如下问

题的解：

由定义 3知， 是MFBLP的最优解。
证毕。

3 结语

本文讨论了一类在实际中具有广泛代表性的二层

多随从线性规划模型，并侧重讨论了这类模型可行集

的几何性质和最优化条件等理论问题。这些结果，特

别是最优化条件，为进一步寻找求解二层多随从线性

规划的有效算法提供了理论基础。
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