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图灵机在康托集上的可计算性

张汉昭

（南京大学 数学系，南京 210093）

摘 要：对定义在集合 上的函数 引入可计算性，该方法不能应用于不可数集合M，如实数
集R。利用无限符号序列作为名，同时定义作用于这些无限序列函数的可计算性，将可计算性拓展到以上不可
数集合，从而引入型 2 图灵机。部分可递归函数（即可计算数函数）集合 P ( 1 )中的概念“有效的哥德尔数”

 是一般递归理论的基础，而 由通用图灵机定理等价唯一定义。利用 将 的概念推广到可计算函数

和某些连续函数 ，其中 ，这就是型 2图灵机的表示。
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Abstract：In view of computability for functions  on the set  , this method cannot be applied for
introducing computability on uncountable sets M like the set R of real numbers. The above concepts will be extended to
uncountable set by using infinite sequences of symbols of names and by defining computability for functions which transform
such infinite sequences with Type-2 machine. In recursion theory the concept of an “effective G del numbering” 
is fundamental．This number  is defined uniquely up to equivalence by the universal turning machine theorem. We generalize

the number  to notations of the computable functions  by means of  and the representations of certain
continuous functions ，where . This is the presentation and notation of Type-2 machine.
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1 背景知识

在数学上，递归函数和 可定义函数均等价于图

灵机定义的可计算函数。图灵机能表示算法、程序和

符号行的变换，因而可作为电子计算机的数学模型，

也可用作控制算法的数学模型，在形式语言理论中还

可用来研究短语结构语言，即递归可数语言。

对图灵机的研究主要集中在两个方面：第一，研

究图灵机所定义的语言类，该语言类称为递归可枚举

集合；第二 ，研究图灵机所计算的函数类，该函数类

称为部分递归函数。

作为有效过程或算法的形式模型，图灵机的每个

动作过程都应该是有穷可描述的。其次，每个过程应

由离散的步骤组成，每一步都能够机械地实现。图灵

机有非确定型、多维型、多带多头型等模型，它们在

计算能力上是等价的，是图灵机基本模型的变种。

一般情况下，研究者只是明确地为定义在集合

上的函数 引入可计算性，其中 是由

生成的，而 由任意的有限字母表中的有限字母构成。

对于计算其他集合M（如自然数集、有理数集）上的
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函数，字母被视为M中基本元素的“名”。因集合 中

属于有限字母表的字母仅仅是可数的，所以这种方法

不能应用于不可数集合M，如实数集R、R上开区间，
或在[0,1]上的实连续函数C[0,1]上引入可计算性。
利用无限符号序列作为名，同时定义作用于这些

无限序列函数的可计算性，将拓展以上的概念。由有

限字母表(假设其中至少有两个元素) 中元素构成的集
合 与实数集(连续势)有相同的势[1]，因此，它能作为

任何一个最多连续势的的名，如惯用的以十进制小数

表示实数、用 3.141…表示。
以下约定 是一个固定且有限的字母表，且包含

元素 0和 1，并假设 在一些例子中足够大。

2 型 2 图灵机和可计算字符串函数

对于 用带有 k条单向输
入纸带、有限条工作纸带和一条单向输出纸带的图灵

机定义可计算函数，可得如图 1 所示图灵机。
 

  

定义 1 与一般的图灵机不同，型 2图灵机允许无
限输入和输出，它有 k 条输入纸带和一个类型规格

，其中 ，它们给出输入 /输出

纸带的类型。定义字符串函数 Y1
×…×Yk

由型 2图
灵机计算。

定义 2 对于输入 ∈ Y1
×…×Yk

来说，初

始的纸带配置如下：对于每条输入纸带 i，序列 yi
∈ Yi

(有限或无限)立刻被置于纸带右边开始处，这些纸带
的其它格子写入符号 B（其中 B不包含在输入输出符
号集 中）；其它无输入纸带的所有格子都包含符号 B。
对于所有的 y0

∈Y0
，y1
∈Y1
，…，yk

∈Yk
，定义：

1）若 ， ，当且仅当M

在输入 后在输出纸带上输出 y0
；

2）若 ， ，当且仅当

M在输入 永远地计算，最后在输出纸带上输

出 y 0
。

一个字符串函数 Y1
×…×Yk

被认为是可数的，

当且仅当它是由型 2图灵机M计算的。

如果机器永远计算下去，但只在输出纸带上写入

有限的符号，这样的函数 是没有定义

的，定义的语言中不利用这部分结果。因为型 2图灵
机与图灵机一样现实

和强有力。显然实际

中不存在无限的输入

和输出，无限的计算

也无法完成。但在物

理设备上，只要时间

足够长且内存允许，

能实现输入的有限初

始部分进行有限的计

算，从而产生有限的

初始部分输出。型2图
灵机现实性的疑问，

将在图 2中解释。
电子计算机能模仿型 2 图灵机，因此，能用有限

的物理计算来近似型 2图灵机的无限计算，并达到任
意精度。单向输出纸带的限制是有限初始的任何部分

输出结果将来都不能修改，是最后结果。因此，双向

输出纸带的计算方式不会有太大用处。

因具体设计一图灵机很麻烦，所以仅提出算法。

如只考虑可计算性，则更倾向于算法语言而不是图灵

机语言，只要这些语言至少在理论上能被翻译成图灵

机语言。可计算字符串函数的定义包含标准的可计算

字符函数的定义（选择 ）。

定义 3 1）任何元素 是可计算的；

2）序列 是可计算的，当且仅当常值函数

是可计算的。

3）元组 ，其中 y1 = 或 y1 = 是可计算

的，当且仅当每个组成元素 y 1
是可计算的。

显然，一个序列 是可计算的，当且仅当

= f( )， 是可计算函数。

例 1 常值函数 是可计算的，当

且仅当其函数值 c∈Y 0
是可计算的。据可计算函数的

定义，它是由型 2图灵机计算的，而型 2图灵机输出

值的类型是 ，所以结论成立。

例 2 定义 ，

有一个型 2图灵机M读取输入 ，当存在某

一 i，使得 a i
≠ 0时输出 1停止，那么M计算 f。

例 3 型 2图灵机不能计算 3乘无限小数。假设某
一型 2图灵机M计算实函数 x→ 3×x，那么它必须正
确地计算 0.333…(即 1/3)，输出结果必须是 0.99…或者

1.000…，假设 。证明这样的型 2图灵机

图 1 利用图灵机计算

Fig. 1 Computing  by turing machine

图 2 型 2图灵机的实现
Fig. 2 A realization of

 Type-2 machine
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不存在。

先考虑第一种情况，假定经过 k步后，M写出前
缀输出结果的“0.”。此时机器从输入纸带上读取了有
限的数字 0. 。现在考虑输入序列 0.  999…。它是一个
大于 1/3的实数。在此情况下，机器M将同样输出以
“0.”开头的结果。但因 3×x > 1，M并没有得出正确的
结果(矛盾)。第二种情况可类似分析。因此，这样的
机器不存在。在实数可计算性概念下，加法和乘法都

不是可计算函数，因此实数可计算的概念并不十分有

用，也不能被数值计算研究者和计算机科学研究者接

受。以上讨论用的是单向输出纸带。事实上，有双向

输出纸带的机器能计算无限小数的乘法，但这样的机

器在实际中没有用处，因无限计算的有限初始部分一

般不能给出一个可靠结果。

3 连续字符串函数集合的标准表示

部分可递归函数（即可计算数函数）集合 P(1)中的

概念“有效的哥德尔数”或者“允许的哥德尔数”

是一般递归理论的基础[1]。而 由通用图灵
机定理等价地唯一定义。本文将 的概念推广到可计

算函数 和某些连续函数，其中 ，

将 的方法应用于前者，而将 的方法应用于后者。

定义 4 1）集合M的表示（notation）是一个满射

函数 ；

2）集合M的表示（representation）是一个满射函
数 。一个命名系统就是一个表示（notation
或者 representation），有时将 简写为 ，将 简

写为 。有时说 ∈Y是 x∈M的 名，当∶Y→M是一
个命名系统且 ( ) = x。没用有限或无限的序列作为名

来考虑函数 。

定义 5 （可计算函数的标准表示）考虑只有一

条纸带且输入为 ∈ 的型 2图灵机，使得码字集合 TC
是递归的。对于所有的 ，定义：

1） 。

2）集合 Pab中表示（notation） 定义如

下：

定义 6 （连续函数的类）

； ；

是连续的且 dom（f）是开集}；
是连续的并且dom（f）是 集}。

定理 1 （连续扩充）1）每个连续的部分函数

在 上有一个扩充；2）每个连续的部分

函数 在 上有一个扩充。

定义 7 先定义“卷函数”： ，

。其中 ， 。
， , i, j, k∈N , k > 1，

定义元组函数 ，

   ，  ，
，

，

。

对以上每个元组函数，使用同样的符号<>。如果
变元属于 ，那么这些函数是单射甚至双射的。“卷

函数”的定义保证了 的子字 只能平凡地重叠，

即如果 是 的子字，那么 = ，同样地，如果

x 是 的后缀和 的前缀，那么 = = x 或者
。

定义 8 对所有的 ，定义 Fab的标准表

示 ，即  ；

对所有的 ， ， ，如果对任意的

， (x)不是 q的前缀， 没有定义，简记

为 。

根据定义 8， 是型 2图灵机M，它的哥德尔
数或编码为 x，该式表示该机器应用于输入< p, y >得
到的结果。可认为M是一个问答器，对于任意给定的

计算连续函数 ，有时称 q为函数 的程序。

引理 1 [1] 对所有的 ， 是 Fab的表示。

证明 由定义 8， 是 的一个列表，当且

仅当 。

1）若a = b = *，假定有一台型2图灵机，它有一条

输入< p, y >的纸带，其中 ， 。其工作方式

为：型 2图灵机M搜寻 p的子字 ，其中 ，

若找到这样一个子字，那么M输出 并停止；否则函数

无定义。考虑 ，令p为序列 ，则

对所有的 ， ，令x为型2图灵机的编

码 ，则对所有的 ，

，所以 。因此 。

2）若 a = *，b = 对所有的 ， ，假

定有一台型2图灵机，它有一条输入< p, y >的纸带，其

中 ， ，它在第 n（n = 0, 1, …）步的工作方
式为：在第 n步前，在输出纸带上输出 n

，在第 n步，

型 2图灵机M搜寻p的子字 ，其中 ， ，

如果找到了这样一个子字（否则在第 n步永久停留而
不再改写），那么，在输出纸带上，它将

n
拓展为 ，从
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而完成第 n步。考虑 ，令 p为序列< y, >，其中

y∈dom（f）， ，则对于所有的 ，fM < p, y >=

f（y），从而得到 ，其中 x是型 2图灵机M的

编码。因此 。

3）若 ，对于固定的 ， ，

，其中

。因为 ， ， ，

所以 。因此 。若找到了这样一

个子字，那么M输出 并停止；否则函数无定义。

考虑 ，那么对于某一前缀无限制的函数

，f = h*
，且存在 的一个序

列 。则对任何 ，fM < p, q > = h* (q)，如果x是
型 2图灵机M的编码，假定有一台型 2图灵机，它有
一条输入< p, y >的纸带，其中p, ，则图灵机工作

方式为：型 2图灵机M搜寻 p的子字 ，其中

y, 且 。则对于任何 ，

，所以

。因此 。

4）若 ，仿照情况3）证明
性质。假定有一台型 2图灵机，它有一条输入< p, y >
的纸带，其中p, ，它在第n(n = 0, 1, …)步的工作
方式为：第 n步前，在输出纸带上输出 n

，在第 n步，

型2图灵机M搜寻p的子字 ，其中y， ， ，

，如果找到了这样的子字，那么它将
n
拓展为 ，

从而完成第 n步。现在，仿照情况 3），可证明
。

引理 2 函数 是可计算的，当且仅当

存在某一可计算的 ，使得 。[1]

证明 如果 f是可计算的，那么存在编码 x的图灵

机，使得 ，那么令 ；如果

存在某一可计算的 ，使得 ，那么

，因此 f是可计算的。

定义 9 令 ，Gab是函数

的集合，而 是Gab的命名系统。定义通用

的 utm-和 smn-性质如下：
：对所有的 和 ，存在一个

（“通用”）可计算函数 ，其中

。

：对所有的可计算函数 ，
存在一个完全可计算函数 ，使得对所有的

， ，并且对所有的 和 ，

成立。

定理 2 的 u t m - 和 s m n - 定理：对任意

，有 和 。

证明 令 为 中的一个可计算

通用函数。定义 ，即

，对所有 ， ， ， 。

如果 ， 是 q的前缀，那么函数 u是可计算

的。因为 ，

所以 有 utm-性质。

令 是可计算的，则存在某一

对所有的 ， 。定义 ，其中

，则s是可计算的，且对所有的p∈ ， ，

，因此 有 smn-性质。

4 应用举例：改进的单向多带图灵机

对一般的单向多带图灵机进行改进，可用来计算任

意有限多位小数的乘法。改进的单向多带图灵机如下：

1)此图灵机有两条输入纸带，一条工作纸带及一
条输出纸带；

2)输入纸带首格及数据左端的格子均写入字母H，
数据表示为小数形式（如 3表示为 3.0）；

3)字母表 ：{0, 1, …, 9, ●, H}；初始状态 s:start；停
机状态H:halt；控制规则 具体见表 1。

表 1  改进图灵机的控制规则
Table 1 The controlling instructions of

 improved Turing machine

start
start
start
start
start
1p1

1p1

1p1

1p1

2 p
2 p

point
point
point
plus1
plus1
plus11

H
0,…,9
0,…,9
●

●

any
any

0,…9
●

0,…9,
●

H
any
any
any
any
any
any

当前

状态

输 入

纸带 1
当前

符号

纸带 2
当前

符号

纸带 3
当前

符号

纸带 4
当前

符号

纸带 3
新符号

纸带 4
新符号

读写头

移动

H
0,…,9
●

0,…,9
●

0,…,9
●

any
any

0,…9,
●

H
any
any
any
any
any
any

any
any
any
any
any
any
any
any
any
any
any

any
any
any
any
any
any

any
any
any
any
any
any
any
any
any
any
any

2
H
1
1
H

any

新

状态

2
1
1
H
1
H
1
H

H

1
H

left
left
left
left

right
left

right
left

right
right
left

left
left

right
left
left

right

1p2

1p1

2 p

2 p

2 p

point

plus1
POINT

plus11

point

响 应
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当前

状态

输入
纸带 1
当前
符号

纸带 2
当前
符号

纸带 3
当前
符号

纸带 4
当前
符号

纸带 3
新符号

纸带 4
新符号

读写头
移动

新

状态

响应

POINT
POINT
printp
head
head

multi
multi
…

multi
multi
multi1

multi1

multi1

multi1

…

multi1

multi1

multi1

multi1

multi1

…
multi9

multi9

multi9

multi9

...
multi9

multi9

multi9

multi9

multi9

nextm

nextm
m1p0

m1p1

m1p1

…

m1p1

m1p2

m1p2

…

m1p2

m1p2

…
m1p9

m1p9

...
m1p9

…
m9p0

m9p9

m9p9

…

m9p9

…
m9p81

m9p81

any
any
any

0,…9,
●

H
any
any
…

any
any
1
1
2
2
…

9
9
0
0
H
…
1
1
2
2
…

9
9
0
0
H

any

any
any
any
any
…

any
any
any
…

any
any
…
any
any
…

any
…
any
any
any
…

any
…
any
any

any
any
any

0,…9,
●

H
 ●,0

1
…

9
H

any
any
any
any
…

any
any
any
any
any
…
any
any
any
any
…

any
any
any
any
any
any

any
any
any
any
…

any
any
any
…

any
any
…
any
any
…

any
…
any
any
any
…

any
…
any
any

1,2
H

any
any
any

any
any
…

any
any

0,1,H
9

0,1,H
9
…

0,1,H
9

0,1,H
9

any
…

0,1,H
9

0,1,H
9
…

0,1,H
9

0,1,H
9

any
0,1,…,

9,H
●

any
any
any
…

any
any
any
…

any
any
…
any
any
…

any
…
any
any
any
…

any
…
any
any

any
any
any
any
any

any
any
…

any
any
any
any
any
any
…

any
any
any
any
any
…
any
any
any
any
…

any
any
any
any
any
any

any
any

0
1
…

9
0
1
…

8
9
…
0
1
…

9
…
any
0
1
…

9
…
0
1

●

●

…
●

●

…
●

●

…
●

●

0

9
9
9
…

9
9
9
…

9
9
…
9
9
…

9
…
9
9
9
…

9
…
9
9

…

…

1
2
…

0
2
3
…

0
1
…
0
1
…

8
0

9
0
…

8
…
1
2

left
left

right
right
left

left

…

right
…

right
right

left
left
left
left
…
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