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非均匀介质中弹性波的传播

陈海涛

（湖南工业大学，湖南 株洲 412008）

摘 要：对弹性波在非均匀介质传播时的波幅进行了研究，用解析方法探讨了非均匀区域性质变化时对弹

性波波幅的影响，将非均匀区域离散成薄层，建立了波动方程和波幅传递矩阵，通过数值计算结果与解析解的

比较，为弹性波在工程中的应用提供了计算分析的依据。
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The Propagation of Elastic Wave in Inhomogeneous Media
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Abstract：Elastic wave transmission in a continuous inhomogeneous is studied. The wave transmission influence in
inhomogeneous damaged zone is analyzed by dividing the inhomogeneous into layers and establishing the wave equation and
transferring matrix of amplitude of waves. Then the study provides a basis for numerical analysis on engineering applying of
wave by comparing the numerical results with the analytical results.
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弹性波的传播理论已得到了广泛的应用，如利用

超声波可以进行材料的无损检测，对于均匀材料中波

的传播问题，国内外已有广泛研究[1-3]。材料在制作、运

输等过程中都可能产生损伤，从而引起材料局部的非

均匀性。材料的损伤会严重影响其安全性，因此，研究

非均匀性损伤中波的传播问题具有重要意义，可是由

于计算上的复杂性，仅有较少的研究成果见诸报道[4]。

本文利用积分变换，对损伤非均匀区域弹性模量 E(x)
和密度函数ρ(x)按指数形式连续渐变分布的情况，建
立了数学计算模型，并得出了解析解。对一般的损伤

非均匀区域，应用层状介质中波传播理论[5 ]，将非均

匀区域离散成分层的均匀区域进行求解，得出了数值

解[6 ]，所得结论可为无损检测和结构的动力反应问题

分析提供参考依据。

1 介质的力学模型及其基本方程式

本研究中考虑的一个内部分界面的连续介质一维

分析模型如图 1所示，其中 a为由于损伤造成的非均
匀层厚度。x > a区域为均匀层，在 x = a处，弹性模量
E(x)和密度ρ(x)连续，我们需要研究简谐波在 x = a处
的反射和透射问题。

对于上面给定的问题，其运动方程为：

 
，

                  （1）

设式（1）的位移解的一般形式为
           。          （2）

图 1 计算模型

Fig. 1 Computed model
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将式（2）代入式（1）得

 
，
                              （3）

式（3）中，弹性模量 E和密度ρ均为关于 x的函数。

引入走时变换 ，                  （4）

则式（3）可化为自变量为ζ的方程：

 
，
                              （5）

式（5）的解的一般形式为
   v(ζ)=Aβ(ζ)+Bγ(ζ)。

只有少数情况能解出β(ζ)和γ(ζ)的解析解，对于一
般情况，我们只能借助于某些简化或数值计算手段进

行求解，并由边界条件确定 A、B值。

2 解析方法分析波的传播特性

考虑的分析模型同图1，在x=0处给一简谐入射波，

u=Asinωt，其中，A=0.01 mm，ω=50 000 Hz，非均匀
区材料弹性模量和密度按指数因子随坐标 x渐变，具
体变化参见图 2、图 3。

非均匀区材料弹性模量的计算式为：

                      （6）

式（6）中，
β为非均匀区域内弹性模量按指数形式变化的指

数因子；

E0
为非均匀区表面弹性模量。

非均匀区材料密度的计算式为：

                   （7）

式（7）中，
γ表示非均匀区域内密度按指数形式变化的指数

因子；

ρ
0
为非均匀区表面密度。

由图 2、3可看出，弹性模量和密度函数在非均匀
区域随坐标 x 渐增。
将式（6）、（7）代入式（3）可得

    ，                                   （8）

设损伤非均匀区域为混凝土，x=0处材质参数为 E0=30
GPa，ρ0=2 500 kg/m3 ，若损伤非均匀区长度为 0.1 m，
当β=1，γ=1时，式（8）的解为

 ，

由式（2）得位移解为 。

利用基本方程式和边界条件，在 x=0处位移和应
力为已知，x=a处位移和应力应连续，故可建立如下
方程组

在上面的方程组中，A0 为已知，A1 、B1 、A2
为未

知数。在终端接受处只考虑右行波，不考虑左行波，所

以B2=B0=0 。
解上述方程组可得

   
（9）

图 2 弹性模量变化曲线

Fig. 2 Elastil modulus change curve

图 3 密度变化曲线

 Fig. 3 Density canse curve

陈海涛 非均匀介质中弹性波的传播



湖 南 工 业 大 学 学 报28 2008年

式（9）中， 。式（9）确定了入射端

（x=0处）给定的入射波的波幅A0
与接收端（x=a处）接

收到的波幅 A2
之间的关系。

设 a在 0.05~0.25之间取值，即损伤非均匀区长度
在此范围内变化时，在终端接收到的波幅值随 a的变
化曲线如图 4所示。

当β、γ为任意数时，利用走时变换式（4），将

E(x)和ρ(x)表达式中的自变量 x转变为自变量ζ，再进
行相应计算。计算公式如下：

                            （10）

                             （11）

式（10）、（11）中， 。

位移在 0≤ x≤ a及 x＞ a二区域中的表达式为

          （12）

式（12）中，A1
、B1
、A2
、B2

为常数，同样可利用边界

条件求解，即 x=0处A0
、B0

为已知，x=a处位移和应力
连续，根据基本方程式可解得 A1 、B1 、A2 。

3 数值方法分析波的传播特性

在上述解析方法中，考虑了非均匀区域内的弹性

模量 E和密度ρ，为特殊的分布函数，而在一般情况

下，非均匀区域内的方程（3）很难求出解析解，对于
不容易用解析解求解的问题，下面采用层状介质中的

波传播理论进行求解。

3. 1 离散模型的建立及求解

将损伤非均匀区域离散成 N层，每层厚度△ x =
（x1-x2

）/N，则可假设在每一层的弹性模量 E和密度
ρ均为常量，即第 k层的弹性模量 E和密度ρ为 E k=
E(k△ x -△ x / 2)和ρk=ρ(k△ x -△ x / 2)，并设 x<0区
域为第0层，0 < x < x1

离散成N层，x > x2
为N+1层，一

般情况下，第 N层和第 N+1层均有左行波和右行波，
波动方程（3）对于每一层均可改写为

。                                             （13）

对于第 N层，式（13）的通解为
。                      （14）

位移解为

 。   （15）

同样，对于第N+1层，式（13）的通解为

  ，   （16）

位移解为

                        （17）

式（14）~（17）中，

cn
为N层中的波速，且 ；

AN
为第N层向右传播的右行波的振幅；

BN
为第N层向左传播的左行波的振幅；

cn
为N+1层中的波速，且 ；

AN+1
为第N+1层向右传播的右行波的振幅；

BN+1为第N+1层向左传播的左行波的振幅。

右分界面 x=hn
上位移u和应力 连续，可得

，          （18）

          
（19）

式（19）中，En 、En+1
分别为第 n层和第 n+1层的弹性

模量，由式（18）、（19）可解得 AN
、AN+1

，BN
、BN+1

的

关系为

图 4 非均匀区域长度对接收波幅的影响

Fig. 4 Infuence of lenth of inhomogeneous zone
 on wave amplitude
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，
                                          （20）

式（20）中，

  
，

     
（21）

                          
，
                                    （22）

                                   。                                       （23）

TN
为第 n层与第 n+1层的波幅系数转换系数矩阵。
由式（20）～（23），可以递推得到第 0层与第n+1

层的波幅转换关系为

                      
，
                               （24）

式（24）中，

；

AN+1
是接收端的波幅。

3.2 实例计算

取与解析法中相同的实例，以便于数值计算结果

与解析结果的比较。将当 a=0.1 m，n取不同的数值时
的实际结果与解析解的结果进行比较，所得结果如图

5所示。

从图 5 可以看出，随着分层数目的增加，数值解
向解析解的逼近速度很快，当 n=16时，数值解就已经
逼近解析解了，其误差为 0.66 % 。

4 结语

由解析方法和数值计算的结果可以看出，当损伤

非均匀区域的弹性模量渐变递增时，末端接收到的波

幅将减小，随着损伤非均匀区域长度的增大，末端接

收的波幅会减小，反之亦成立；将非均匀区域离散成

分层区域进行数值求解是可行的，对于解析方法不能

求解的一些情况，运用分层法可以获得近似解及变化

情况，这为无损检测提供了分析的依据。
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图 5  解析与数据结果比较
Fig. 5 Comprison of analytical and numerical results
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