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一类平面微分系统的定性分析

刘兴国，吕 勇

（湖南工业大学 理学院，湖南 株洲 412008）

摘 要：对一类平面微分系统进行了定性分析：利用奇点理论分析了平衡点的性态，借助Dulac函数法讨
论了闭轨的不存在性，利用Hopf分支理论分析得到了极限环存在性的若干充分条件，利用Л.А.Черкас 和
Л.И.Ж.илевыч的唯一性定理分析得到了极限环唯一性和稳定性的若干充分条件。
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Qualitative Analysis for a Class of Planar Differential Systems

Liu Xingguo， Lv  Yong
（School of Science，Hunan University of Technology，Zhuzhou Hunan 412008，China；）

Abstract：According to the qualitative analysis of a class of planar differential systems, the properties of equilibrium
points are analyzed by the singular point theory, and the non-existence of closed orbit is discussed in view of Dulac function.
Then after Hopf bifurcation theory, some sufficient conditions for the existence of limit cycles are obtained. Furthermore, with
the theorem of Л.А.Черкас and Л.И.жилевыч, some sufficient conditions for the uniqueness and stability for
limit cycles of such systems are gained.
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0 引言

自 Poincaré发现极限环以来，极限环问题的研究
便受到众多国内外数学工作者的高度关注，尽管

Hilbert第 16问题至今仍然悬而未解，但在众多数学工
作者的共同努力下，在关于极限环存在性、唯一性、分

布、分支问题及实际问题数学模型的定性分析等方面

的研究中，已经取得了丰富的成果[1- 3]。近年来，人们

对平面高次系统或一般平面微分系统极限环的研究日

渐增多[4-10]，但是对于高次多项式系统或一般的平面自

治系统中心焦点的判定是个既困难又麻烦的问题。同

时，在极限环唯一性的讨论中，因相关条件不便验正，

Л.А.Черкас 和 Л.И.Жилевыч的唯一性定理较少被
人们利用。本文讨论如下一类平面微分系统：

   
（1）

式（1）中， 、a、b、c、为常数。我们运用形式级数

法对系统 进行了细焦点的判定，借助Dulac函数
法讨论了闭轨的不存在性，根据Hopf分支理论分析，
得到了极限环存在性的充分条件，通过变换将系统转

化为 Liénard方程，再通过构造对比系统来验证
Л.А.Черкас 和 Л.И.Жилевыч的极限环唯一性定理
中所要求的条件，然后依据该唯一性定理分析建立了

极限环唯一性与稳定性的若干充分条件。
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1 平衡点的性态

引理 1 当 ≠ 0时，则有：
Ⅰ）若 a = 0，则系统（1）的奇点仅有O（0, 0），

且 -2 < < 0时O（0, 0）为稳定的粗焦点，0 < < 2时
O（0, 0）为不稳定的粗焦点；

Ⅱ）若 a≠ 0，则系统（1）的奇点有O（0, 0）和

，且O点性态同Ⅰ）， N是（1）的鞍点。

当 = 0时，显然O（0, 0）是系统（1）所对应线性
系统的中心，采用基于 Poincaré思想的形式级数法可
得引理 2。
引理 2 对于系统（1），当 = 0时，则有：
Ⅰ）若 ab > 0，则O（0, 0）为一阶不稳定细焦点；
Ⅱ）若 ab < 0，则O（0, 0）为一阶稳定细焦点；
Ⅲ）若 ab = 0， > 0，则 O（0, 0）为二阶不稳定

细焦点；

Ⅳ）若 ab = 0， < 0，则 O（0, 0）为二阶稳定细
焦点；

Ⅴ）若 ab = 0， = 0，则O（0, 0）为中心。
证明 当 = 0时，令

，

其中 是 x与 y的 k次齐次式（k=3,

4,…），当 时，则有

（2）

令式（2）右端的 3次项为 0，有

，

将上式取极坐标 x = rcos ，y = rsin ，并消去 r3后可

得 

从而可取

，

即 。

令式（2）右端的 4次项为 0，有

，

即 。

将上式取极坐标 x = rcos ，y = rsin ，并消去 r4化简

得

下面分 3 种情形来讨论：

1）当 ab≠ 0时，因为

，

改取 F4
满足方程

。

其中 ，且 C4
与 ab同号。

设 ，则有

，

从而当 ab > 0时，O（0, 0）为一阶不稳定细焦点，当
ab < 0时，O（0, 0）为一阶稳定细焦点。

2）当 ab = 0， ≠ 0时，则有

，

令式（2）右端的 5次项为 0，有

，

化简得

，

可得 。

令式（2）右端的 6次项为 0，有

化简得

，

将上式取极坐标 x = rcos ，y = rsin ，并消去 r6化简

得

因为当 ≠ 0时

。

改取 F6
满足方程
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，

其中 ，且C6
与 同号。

设 ，则有

 。

所以当ab = 0， > 0时，O（0, 0）为2阶不稳定细焦点，
当 ab = 0， < 0时，O（0, 0）为 2阶稳定细焦点。

3）当 ab = 0， = 0时，
①若 a = = 0，则有

， ；

②若 b = = 0，则有
， 。

由对称原理知O（0, 0）为 中心。

2 极限环的存在唯一性与稳定性

定理 1 下列条件之一成立时，系统（1）在全平
面上不存在闭轨：

Ⅰ） > 0，ab > 0， > 0；
Ⅱ） < 0，ab < 0， < 0；
Ⅲ） > 0，ab > 0， > 0；
Ⅳ） < 0，ab < 0， < 0；
Ⅴ） > 0，ab > 0， > 0；
Ⅵ） < 0，ab < 0， < 0。

证明 当 b≠ 0时，令 ，则有

，

于是可知 是系统（1）于定理相应条件下的无切

直线，取Dulac函数 （当 b = 0

时取 ），则

因为在定理的条件之一成立时，上式定号且其零值仅

在 x = 0处取得，所以在定理条件之一成立时，系统(1)
在全平面上不存在闭轨。

定理 2 当 = 0，ab = 0， = 0时，系统（1）在全
平面上不存在极限环。

证明 由定理 2 的证明可知，此时

，因而系统（1）在全平面上可能存在

闭轨，但不存在极限环。

引理 3 在系统（1）包围奇点O（0, 0）的闭轨存
在区域中，总有 ax < 1。
证明 对系统（1）而言，当 a≠ 0时，有

，

由此可知，直线 1-ax = 0被系统（1）的鞍点

所分割成的两段是无切的，故系统（1）的包围奇点
O（0, 0）的闭轨不能与直线 1-ax = 0相交，否则此闭

轨将包围指数为+1的奇点O（0, 0）与鞍点 ，这

是不可能的，所以包围奇点O（0, 0）的闭轨若存在，
则当 a > 0时，它必位于直线 1-ax = 0的左方；当 a < 0
时，它必位于直线 1-ax = 0的右方，无论哪种情况发
生，在包围原点的闭轨存在的区域中均有 ax < 1，当
a = 0时结论自然成立。
定理 3 下列条件之一成立时，系统（1）在O（0, 0）

外围至少存在一个极限环，且 < 0时所产生的环不稳
定， > 0时所产生的环稳定。

Ⅰ） ab > 0， ；

Ⅱ）  ab < 0， ；

Ⅲ）  ab = 0， > 0， ；

Ⅳ）  ab = 0， < 0， 。

证明 在定理的条件Ⅰ）或Ⅲ）下，系统 以

O（0, 0）为不稳定细焦点。而当 时，系统（1）
以O（0, 0）为稳定粗焦点。当 从 0开始减小时，系
统（1）的奇点O（0, 0）由不稳定的细焦点变为稳定
的粗焦点。根据Hopf分支理论知，系统（1）于相应
参数条件下，在点O（0, 0）外围至少产生一个不稳定
的极限环。

在定理的条件Ⅱ）或Ⅳ）下，系统 以O（0, 0）

为稳定细焦点。而当 时，系统（1）以O（0, 0）
为不稳定粗焦点。当 从 0开始增大时，系统（1）的
奇点O（0, 0）由稳定的细焦点变为不稳定的粗焦点。
根据Hopf分支理论知，系统（1）于相应参数条件下，
在点O（0, 0）外围至少产生一个不稳定的极限环。
定理 4 下列条件之一成立时，系统（1）在O（0,

0）外围至多存在一个极限环，且当 < 0时，若存在极
限环则不稳定； > 0时，若存在极限环则稳定。

Ⅰ） ab > 0， = 0， < <0；

Ⅱ） ab < 0， = 0，0 < < ；

Ⅲ） ab > 0， > 0， < <0；



湖 南 工 业 大 学 学 报20 2008年

Ⅳ）  ab < 0， < 0，0 < < ；

Ⅴ）  a = 0， > 0， < 0；

Ⅵ） a = 0， < 0， > 0。

证明 在时间变换 下，系统（1）可

化为：

                    
 （2）

于是可知式（2）等价于下列形式的 Liénard方程

。                （3）

将式（3）进一步写成下面的等价形式：

                                                    
（4）

其中：

 ；

；

。

则有 f（x），g（x），（y）连续可微，（y）= y单调递
增，且有

；

。

由引理 3知，在包围原点的极限环存在的区域中总有

ax < 1，从而

。

当 ≠ 0时，取

则 ，又 ，此时若 与 异号

时，则必存在 x1 < 0 < x2
，使得 。若

f1(x) = 0有多个根，则取 x1
为最大的负根，x2

为最小的

正根，则在区间 上，当 < 0且 > 0时 f1(x) > 0，
当 > 0且 < 0时 f1(x) < 0。系统（1）亦可写成：

          
（5）

而当 时，系统（1）变为：

                                    
（6）

易算得 ，而当 且

f1
（1）定号时，此时PQ1-P1Q亦定号，从而当
时系统（1）的闭轨线与系统（6）的闭轨线必重合或
不相交。显然，系统（1）的闭轨线与系统（6）的闭
轨线不重合，从而在带域 x1 < x < x2

中，系统（1）与系
统（6）的闭轨不能相交。而当 a = 0时，原点是系统
（6）唯一的奇点，且为中心，系统（6）的闭轨自然充
满带域 x1 < x < x2

；当 a≠ 0时，原点为系统（6）的中

心， 为系统（6）的鞍点，只要当a < 0时 < x1
，

而当 a > 0时 x2 < ，则系统（6）的闭轨将充满带域

x 1 < x < x 2
。若系统（1）的闭轨线不完全包含区间

，则系统（1）经过区间 上任一点的闭轨

必与系统（6）的闭轨相交，得出矛盾。因而系统（1）

的闭轨若存在，则必包含上述条件下的区间 。

当 = 0时，取

，

则 -ab，又 ，此时若 ab与 异

号，则必存在 x1 < 0 < x2
，使得 ，且

在区间 上，当 < 0且ab > 0时 f1(x) > 0，当 > 0且

ab < 0时 f1(x) < 0。类似上面的方法分析可知，系统（1）

的闭轨若存在，则必包含相应条件下的区间 。

记  ，

      ，

则 sgn T =sgn ，由引理 3 知 a x < 1，从而

sgnT1 = -sgn 。T2
为一元二次三项式，其二次项系数

为 -ab，其根的判别式为 ，则当 ab > 0
且Δ< 0时，T2 < 0；当 ab < 0且Δ< 0时，T2 > 0。
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结合以上分析，再根据Л.А.Черкас和Л.И.Жилевыч
的唯一性定理，我们有：

①当定理的条件Ⅰ）或Ⅲ）或Ⅴ）成立时，T1= 0，

T2 < 0或T1< 0，T2 < 0或T1< 0，T2 < 0，均有T < 0，从而

在 (-∞, x1)和 (x2, +∞)内单调不增，且 f(0) > 0，所

以系统（1）在O（0, 0）点外围至多存在一个不稳定
的极限环。

②当定理的条件Ⅱ）或Ⅳ）或Ⅵ）成立时，T1= 0，

T2 > 0或T1 > 0，T2 > 0或T1 > 0，T2 > 0，均有T > 0，从而

在 (-∞, x1)和 (x2, +∞)内单调不减，且 f(0) < 0，所

以系统（1）在O（0, 0）点外围至多存在一个稳定的
极限环。定理证毕。

由定理 3与定理 4易得下面的定理 5。
定理 5 下列条件之一成立时，系统（1）在O（0,

0）外围存在唯一极限环，且当 < 0时所存在的极限
环不稳定， > 0时所存在的极限环稳定。

Ⅰ）ab > 0 ， = 0， < <0， ；

Ⅱ） ab < 0 ， = 0，0 < < ， ；

Ⅲ） ab > 0 ， > 0， < <0， ；

Ⅳ） ab < 0 ， < 0，0 < < ， ；

Ⅴ） a = 0， > 0， ；

Ⅵ） a = 0， < 0， 。

注：在定理 4与定理 5的条件中，同时要求：当 a< 0

时， < x1
；当a > 0时，x2 < ，其中在定理的条件Ⅰ）

与 Ⅱ）中，x1
与 x2

分别为方程 于定理相

应条件下的负根与正根；在定理的条件Ⅲ）与Ⅳ）中，

x1
与 x2

分别为方程

于定理相应条件

下最大的负根与最小的正根。
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