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一类具多重极限环的二次Hamilton系统的近似系统
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摘 要：利用Mel’nikov函数，对一类具有以抛物线与直线为边界的周期环域的单中心二次Hamilton系统
的三次扰动，分别构造出恰好存在两个单重极限环、恰好存在一个二重极限环、恰好存在一个极限环和一个分

界线环的近似系统。
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 Approximate System for Quadratic Hamiltonian System with Multiple Limits
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Abstract：By using Mel'nikov functions, for the Poincare bifurcation problems of quadratic Hamiltonian system under
cubic perturbation with one center and the periodic regions, which has a parabola and an invariant straight line as it's bounding.
the approximate system to show that there exist just two single limit cycles, or just one double-limit cycle, or just one single-limit
cycle and one separatric cycle are given.
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0 引言

确定Hamilton系统在扰动下的极限环个数是个比
较困难的问题，这一问题与弱化Hibert第十六问题及
平面系统中高余维分岔研究有密切的联系。国内外在

此方面有不少工作[1-6]，文献[1]研究了一类具单中心二
次Hamilton系统在二次扰动下的分岔；文献[3]讨论了
一类扰动双中心Hamilton系统的分岔，得到存在唯一
极限环的充分条件；最近，文献[4]讨论了具有抛物线
与直线为边界的周期环域的单中心二次系统的

Poincare分岔。另外，在给出系统的极限环个数的基础
上，如何构造出相应的实例也是很有意义的工作[5,6]。

受文献[4，6]的启发，我们讨论如下系统：

                                        （1）

其中： ，

   。

分别构造出该系统恰好存在两个单重极限环、恰好存

在一个二重极限环、恰好存在一个极限环和一个分界

线环的近似系统。

1 预备知识

当ε= 0时，系统(1)是Hamilton系统，其Hamilton
函数为：

。                                   （2）

当 h = 0时，式（2）表示抛物线 2x2 + y - 4 = 0和直线
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y = 0；当 h = -2时它表示孤立的点O1(0, 2)；当-2<h<0
时，它表示分别绕 O1(0, 2)的一族闭曲线，设 Γh

为

H(x, y) = h当-2< h <0时的闭轨。
引理 1 系统（1）的Abel积分 I(h)为：

，

其中：

～系数α
1,β1,δ 1

在以下的 I(k)式中给出。

证明 令 ，从而有

 ，

(-2< h <0)。 先计算I2n(h)：

。

设ki = 1/ i (i = 1, 2) ,则：

，

又设 ，且 ，则

  

。这里

，(n = 0, 1, 2, 3)。

取 n = 0, 1可求得：

以下给出一个导数公式：

  
（3）

将式(3)两端从 0到 1积分，即可得

，

在上式中分别取m = 1, 2有

从而得到

因 k2 = k1
2- k2

2 k1
2，有 k2

2 = 2 - k2 2，则

，

(0 < k < 1)，其中

， 为第一、二类椭圆积分，相互独立，不能互

化。由 ，可得 。

这里 ，其中：α
1=α/3，

β
1= 8β/3，δ1=8δ/15 ，且α，β，δ 由文[4]的式(2)给出。
同时

注意到 ，便可得引理1的结

论。证毕。

2 近似系统的构造

令 ，显然 0 < R < 1，则
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 。其中

，且

显然 f1(R)，f2(R)，f3(R)是定义在(0, 1)内连续可微且
～线性无关的函数，系统(1)对应的Abel积分 I(h)即 I(R)

是这 3个函数 f1(R)，f2(R)，f3(R)关于 3个独立参数α′,
β′,δ′的线性组合。任取 R1

，R2
满足：

～ ～
0 < R1< R2 < 1，令I(R1) = I(R2) = 0，即

，

。                        （4）

因方程组（4）关于未知数α′，β′的系数行列式

，

所以当β′≠ 0时可以从方程组(4)中解出α′，β′，得

     

（5）

此条件等价于：（其中 a12+3b03
≠ 0）

。
(6)

满足式（6）的系统（1）形如（其中 a12+3b03
≠ 0）：

    
（7）

这里： ，

   ，

而α(R1
，R2)，β(R1

，R2)由式（5）给出。
定理 1 对于任意给定的 R1

，R2
满足 0< R1< R2<1，

当 时，近似系统（7）在上半平面恰好存在
两个单重极限环也即系统（1）可以存在两个极限环。
这两个环分别位于两条闭曲线：

， （i =1，2）

的小邻域内。

证明 由文[4]知I(h) = 0在-2 < h < 0上至多有两个
～零点，即 I(R) = 0在 0 < R < 1上至多有两个零点；又注

～意到条件（6）成立时，函数 I(R) 在 0 < R<1内恰好存
在两个单重根R = Ri , (i = 1, 2)。 即函数 I(h)在-2 < h < 0

内恰好存在两个单重根h = 2 R2
i -1 , (i = 1, 2)。由文献[6]

知：当 ，定理 1的结论成立。
定理 1即为系统（1）存在(0, 2)分布的一个构造性

定理，由于R1
，R2
在 0 < R < 1内的任意性，也即h1

，h2

在 -2 < h < 0内的任意性，故这两个极限环可以任意地
落在闭曲线族Γ

h
的任意两条闭曲线的小邻域内。

定理 2对任给的 R0
：0 < R0 < 1，考虑关于α′,β′,

～ ～δ′的方程组 I(R0) = I′(R0) = 0，即

的非零解为α′=α0
，β′=β0

，δ′=δ0
。 如果系统（1）

的参数满足以下条件：

                                                                                                 （8）
则当 时，系统（1）具有一个二重极限环，此
二重环将位于闭曲线Γ

0
：

 的小邻域内。

证明 由方程组（8）可解得：

         
（9）

条件（9）等价于

对应的系统（1）为（其中 a12+3b03
≠ 0）：
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～因已知函数 I(R)在0 < R < 1内至多存在两个零点，所以
此系统所对应的函数：

在 0 < R < i 内存在唯一的二重根 R = R 0
，也就是

。

任给 v：0 < v 1 ，则函数

 ，     （10）

，      （11）

由它们的图形可知：对给定充分小的 v，一定存在这样
的ε： ，使得对应于函数（10）的系统（1）不
存在极限环；对应于函数（11）的系统（1）恰好存在两
个极限环，且它们均位于上半平面的闭曲线Γ

0
的小邻

域内。因此对应于ε，必会存在相应的 v0
：-v < v0< v，

使系统：

在上半平面的闭曲线Γ
0
的小邻域内恰好存在一个二

重极限环。证毕。

对式(5)中的函数α(R1
，R2)和δ(R1

，R2)，当 R2
→

1-0取极限值有：

则满足上述条件的系统（1）为：

                  
（12）

从而类似定理 2的证明，我们可得：
定理 3 对给定的 R1

：0 < R1< 1和充分小的ε：
，必存在系统（12）这样的一个近似系统，

此系统在上半平面的闭曲线Γ
1
：

的小邻域内恰好存在一个极限环，而在上半

平面的弓形闭曲线L1
： 0的小邻域内存

在一个分界线环。
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