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路图与圈图的积图的临界群

陈平鸽，侯耀平

（湖南师范大学 数学系，湖南 长沙 410081）

摘 要：图的临界群是图生成树数目的一个加细。确定了积图 Pm
·Cn

（m≤ 4）的临界群的结构，证明了

P3
·Cn

的临界群恰好为 n+1个偶数阶循环群的直和，而 P4
·Cn

的临界群恰好为 3个偶数阶循环群的直和。
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The Critical Group of Graph Pm and Cn

Chen Pingge，Hou Yaoping
（Department of Mathematics，Hunan Normal University，Changsha 410081，China）

Abstract：We study the structure of the critical group on the graph Pm
·Cn
（m<4）. An explicit expression of the Smith

normal form of critical group on the graph P3
·Cn and P4

·Cn can be decided, which are always the direct product of n+1 cyclic
groups with even order and the direct product of three cyclic groups with even order respectively.
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1 背景知识

图的临界群是定义在图上的一个有限交换群，其

群结构是图的一个精细不变量，它与图的 Laplacian理
论密切相关。

设G =（V，E）是一个无环的允许有重边的有限
图，G的Laplacian矩阵L(G)是 |V|× |V|阶矩阵，L(G)的

对应于顶点 v和 v′处的元素为

其中：mv,v′
表示边{v, v′}的重数；d(v)为 v在G中的度。

当G是连通图时，把L(G)看成是交换群 到 的

群同态，L(G)的核（Kernel）是由 中全 1的向量生成

的 的子群，它的余核（C o k e r n e l）具有形式

，群K(G)称为图G的临界群。由
图的矩阵树定理可知，群K(G)的阶恰为G的生成树数
目κ(G)。

图G的临界群K(G)通常也称为图G的Picard群、树
群、沙堆群，更多的背景知识可参看文献[1,2]。
与图的生成树的计数已有大量的结果相比，图的

临界群的结果相对较少，目前只确定了某些特殊图类

的临界群，如完全图、阀值图、完全多部图、完全图

的积[3]、格图 Pn
× Pm

，n<3[2]、轮图 P2
× Cn

[4]等。

G1
与G2

的积图G1
·G2=(V，E)，V=V1

×V2
，E=E1

×E2
，

换言之，G1
·G2
由顶点集V=V1

×V2
，且G1

·G2
中两顶点

(x1,x2)与(y1,y2)相邻，当且仅当{x1,y1}∈E1
且{x2,y2}∈E2

。

当 n为偶数时，Pm
·Cn
为非连通图，所以在本文中考虑

当n为奇数时，Pm
·Cn(m<4)的临界群的结构。当m=1时，

P1
·Cn
是个空图；当m=2时，P2

·Cn C2n
，它们的临界

群结构是简单的。

本文的主要目的是确定图 P3
·Cn
与P4
·Cn
（n > 3且

n是奇数）的临界群的结构问题。由于 Pm
·Cn
是平面图

及平面图和它的平面对偶图具有同构的临界群，因

此，在讨论P3
·Cn
与P4
·C n

的临界群的结构时都是转化
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为讨论它们的对偶图的临界群。

本文的主要工具是整数矩阵的Smith标准形化。对
于任一整数矩阵，在整数环 上实施一系列的行列变

换可得到它的 Smith标准形 S(A)=diag(S11
，S22,…,Snn)，

其中 Sii
是非负整数，且 Sii

整除 Si+1,i+1
。对于每个 i，积

S11S22
…Sii

是 A的所有 i阶子式的最大公因式，将由此
来决定A的 Smith标准形。两个矩阵A，B∈ m×n，若

存在矩阵P∈GL(m, )，Q∈GL(n, )，使得B=PAQ，则
称 A，B是幺模等价的，记作 A~B。
定理 1 对 n>3，且 n为奇数，图 P3

·Cn
的临界群

为 。

2 P4·C n的临界群

令G是图P4
·Cn
（见图 1），为简化问题，考虑它的

对偶图G *（见图1）。选择顶点2n+2为根，使得x2n+2=0，
对剩余的顶点应用“倒塌”规则，得到下面的方程组：

             
（1）

从这个方程组看到最多有 3个生成元。事实上，每个
x2i-1
和 x2i

能够由 x1
，x2
和 x2n+1

表示。

对每个 3<i<n，定义：

可以得到下面 4 个递推关系：

                                               
（2）

a1=0，b1=-1，c1=0，c2=0，a3= 4，b3=1，c3=2，c4=8。

由此有                                                （3）

及                                                    （4）

因此可以简化方程组（1）的关系矩阵。

定理 2 图 P4
·Cn

上的临界群的关系矩阵An
为

 
。

证 从方程组（1）、（3）和（4）可以导出生成元

x1
，x2

和 x2n+1
之间新的关系组，即

上面联立式中 3 < i < n。
在等价意义上通过一系列的行列变换，可以证明

An
是这个方程组的关系矩阵。

图 1 P4
·Cn

和它的对偶图

 Fig. 1 Graph P4
·Cn and one of its duals

因为 是幺模整矩阵，从而定理得证。

下面给出关系矩阵An
的 Smith标准形 S=Sn

。对每

个 n，有 c2
2n+1-2c2n+1=c2nc2n+2

，c2
2n=c2n-1c2n+1

，因此，An
的

行列式是 det(An)=4nc2n+1
。

下面的引理可由数学归纳法证得。

引理 1 对 n>1，有 c2n+1=2h2
n
，c2n=2hn-1hn

，

其中序列 hn
定义为

下面给出序列 h n
的一些性质。

引理 2
1）对任意的 n,(hn,hn+1)=1，(hn+hn-1,hn+hn+1)=1；

2）hm+n= hmhn+1-hm-1hn
；

3） ；
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4） 。

证 在此仅对 4）等式进行证明。
当 k = 1时，hn+r = -hn-1 hr+hnhr+1

显然成立。现在假

设等式对 k是成立的，证明对 k+1等式也是成立的。
由归纳假设及 3）等式有

从而 4）等式成立。
特别地，由 h-1= -1，h0=0，h1=1，h2=4和 h3=15有

，h3n-1=h3
n-1-3h2

nhn-1+4h3
n
。

引理 3 对 e>1，有 h2·3e=2·3e(mod3e+1)及 h2·3e-1=
3e-1(mod3e+1)。
证 对 e用归纳法证明此引理。
当e = 1，有h6 = 6(mod 9)和h5 = 2(mod 9)显然成立。

假设引理对 e > 1是成立的，则

，

又因为

则

从而得 ， 。

引理 4 对 e>1，有 及

。

令 k(t)记作序列 hn
模 t下的周期。

引理 5 若 t1 t2
，则 k(t1) k(t2)。

证 令 k=k(t2)，需要证明 hn
（mod t1

）在长为 k的
块中重复，即证明对任意的 i，有 hi

≡hi+k(mod t1)。显
然，hi

≡hi+k(mod t2)，所以对 0 < a < t2
有 hi = a+t2x和

hi+k = a + t2 y。
设 t 2= t1s，在前面 2个等式中用 t 1s代替 t 2

，则有

hi=a +t1sx和hi+k= a +t1sy。令a = a′+t1w (0 < a′<t1)，且以
此代替前面等式中的 a，可得 hi= a′+ t1(w + sx)及

hi+k=a′+ t1(w + sy)，从而可以证明 h i
≡hi+k (mod t)是

成立的。

引理 6 k(3e)=2·3e。

证 首先证明对所有的 e有 h2·3e≡0和

，因为 ， ，则 h2·3e≡0。由

引理 2 有 ，而 ，

，从而有 h2·3e=0和

，因此对所有的 e成立 。

现在对 r用归纳法证明此定理，当 r=1时成立。假
设 k( 3r ) = 2·3r是成立的，下面证明 k(3r+1) = 2·3r+1是成

立的。

因为 ，且 ，

或2·3r+1。在第一种情况中，由引理3知

，所以必有 ，从而定理

得证。

引理 7 若 ， ，则 且

。

证 令 n = 3em且 3 m，则m = 3y + x（x = 1，2），有

而且
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得到 从而

所以 且 。

上面已经给出了序列 hn
的一些性质，为了得到 An

的 Smith标准形 Sn
，首先计算 An

的一阶子式的最大公

因式 S11
。由引理 2注意到对每个 n有(hn-1

，hn)=1，由
此可知(c2n

，c2n+1)=(2hn-1hn
，2h2

n)=2hn(hn-1
，hn)=2hn

，

因为 4h2
n-2hn-1hn=h2n

，则有 。

·若 ，因此 3 hn
，有

·若 3e n，则有 。

现在来计算An
的二阶子式的最大公因式 S11S22

，从

而求得 S22
，因为有

因此 S22=2hn
。

已知 ，所以 。

因此矩阵An
的 Smith标准形 Sn

为：

·若 ，Sn = ；

·若 3|n，Sn = 。

定理 3 对 n>3，并且 n为奇数，图 P4
·Cn

的临界

群为：

当 时， ；

当 时， 。

其中序列 hn
定义为 h0=0，h1=1，hn=4hn-1-hn-2

。
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