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强阻尼非线性Kirchhoff 方程的局部解
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摘 要：研究一类强阻尼非线性Kirchhoff 型方程初边值问题局部解的存在性，利用Galerkin 方法和改进的
第二能量方法得到主要结果：当M(r)和 g(u)满足一定条件且初值充分小时，方程存在唯一局部解。
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Local Solution of Nonlinear Degenerate Kirchhoff Equation with Strong Damp

Zhang Zaiyun
（Department of Mathematics，Hunan Institute of Science and Technology，Yueyang Hunan 414006，China）

Abstract：The existence of local solution of nonlinear Kirchhoff type equation of strong damp of initial boundary value
is studied by utilizing Galerkin's method and modified second energy method. There exists a unique local solution if M(r) and
g(u) satisfy some conditions and initial value is small enough.
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1 定理的提出

  在文献[1]中，G . Kirchhoff 提出了固定弹性弦终

端的微小振动模型： 。当n=1时，

M(r) = a+br, a,b > 0。后来，很多人研究了Kirchhoff型
的波方程[2-9]。在文献[3]中，Kosuke Ono研究了带初始

和边界条件的方程 ，

u(x,t) = 0， ，u(x,0) = u0(x)， u′(x,0) = u1(x)，这里

M(r) > 0，M(r)为局部Lipschitz函数，形如M(r) = a+brs

(a,b,r,s > 0）。并且讨论了两种情况，第一种是非退化
型，即：a,b > 0；第二种为退化型，即：a=0, b > 0，[3，4]

然而对于这类强阻尼非线性Kirchhoff 型方程，没有任
何结果。

本文考虑如下问题：

  （1）

这里 是具有光滑边界 的有界域，

， ，f∈L2(Ω)=H。
记 V=H1

0(Ω)，H=L2(Ω)，V和H为通常的Sobolev空间，
分别给出他们的数积与范数，数积用 和 表示，

范 数 用 和 表 示 。 在 V 中 ， 考 虑 数 积

= ，范数 ，在H中，考

虑数积 ，范数 。假设 连

续且为紧嵌入，记 u″=utt
，u′=ut

。

在本文中，C，ci
表示不同的正常数。由于要克服

非线性项M(r)和 g(u)的困难，引入改进的第二能量方
法证明当初值充分小时，方程存在唯一的局部解。

若给出如下一些必要的假设：

-
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假设 1：  ；
假设 2： 为 Lipschitz 局部连续， ，

；

假设 3： ， ， ，

；

假设 4：β> 0；

假设 5： 。

则有如下定理。

定理 1 设方程（1）满足假设1~5，则方程存在唯

一局部解u(x, t)，且 ， ，

。

2 定理的证明

用Galerkin逼近方法构造方程的逼近解 um
和改进

的第二能量方法，可以得到下面的引理和重要的先验

估计。

引理 1 若满足定理的条件，则有方程（1）存

在 唯 一 的 解 u m
， 且 ，

， ，um
为（1）的逼近解。

证明 运用Galerkin逼近方法构造方程的逼近解

um
。设 为 的特征值序列，记 wj

为对应

的特征值 的特征函数，取 wj
为 V的标准正交基，则

，

。

首先构造逼近解um
，记 (j=1,2,…,m)，

gjm
由下面的微分方程决定：

              （2）

初始条件为：

                                     
 （3）

式中 ， 的取值满足： 在 D ( A )中强收敛，
在 V中强收敛。显然式（2）、（3）存在解 um

[9]。

因此，可得到式（1）的逼近方程：

             
（4）

用下面的先验估计证明引理。

估计 1 在式（4）中取 ，则得到：

由假设 3、4和Young 不等式得：

 ；

由假设 1、2得 ：  ；

由 G r on wa l l  不等式得 ，即 ，

。

估计 2 在式（4）中取 ，则得到：

由Young 不等式和假设 2~4得：

由估计 1和假设 4得：

 。   （5）

为了克服非线性项 ，我们引入改进的第

二能量方法，建立能量泛函：

      （6）

这里 。                                                                （7）

由式（5~7）得：

 
。

因由假设 1、2知 ，所以

，即

，这里 ， 。

由Gronwall 不等式得：
  。                                          （8）

由假设5和式（8）得E（t） < C，从而 ，

即 ， 。

估计 3 在式（4）中取 ，则得到：

                  



第 2期 45

由Young 不等式和假设 2~4得：

，从而

，即 ， 。

估计 4   在式（4 ）中取 ，则得到：

，由估计 1、2和假设 2、4

得到 。

定理的证明

为了方便，记 um
的子列仍然为 um

。由估计 1~4得
到下面的收敛性：

um
→ u 在 中弱 *收敛；

u′m→ u′在 中弱 *收敛；

u″m→ u″ 在 中弱收敛。

又由假设 2， 为Lipschitz 局部连续，从而由Arzela-

Ascoli 定理可得： 在

中强收敛。

因此，对式（4）两边取极限得

   
。

下证唯一性

若 u，v为（1）的解，设w=u-v，则有：

 （9）

w（0）=0，w′（0）=0。                                         （10）
在式（9）中，两边与 2w′在H作内积，由假设 3

可得：

        
（11）

又由假设 2得：

。                              （12）

由Young 不等式得：

                     。                              （13）

综合式（11~13）得：

。

由Gronwall 不等式得w=0，即u=v 。因此，方程（1）
存在唯一局部解。
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