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二维线性薛定谔方程的一种高效数值解法
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摘　要：针对二维线性薛定谔方程，构造了一种新的半离散有限元两网格算法。将原本在细网格上求解

薛定谔方程的有限元解，简化为先在粗网格上求解原方程的有限元解，然后利用在粗网格上求得的数值解，

在细网格上将方程的实部和虚部进行解耦，求解两个椭圆方程的有限元解。分析了两网格有限元解与精确解

在 H1 范数下的误差，并进行了数值计算实验，得到的数值结果与文献 [10] 中的误差具有相同的误差阶，且

在不同时刻的误差更小。
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Abstract：In view of the two-dimensional linear Schrödinger equation, a new semi-discrete finite element two-
grid algorithm has thus been constructed. The finite element solution of the Schrödinger equation originally solved on a 
fine grid is simplified to first solve the finite element solution of the original equation on a coarse grid, followed by the 
adoption of the numerical solution obtained on the coarse grid to decouple the real and imaginary parts of the equation 
on the fine grid, thus solving the finite element solutions of two elliptical equations. An analysis has been made of the 
error between the two-grid finite element solution and the exact solution in the H1 norm, with numerical experiments 
conducted. The numerical results show that the error order remains the same as that in reference [10], with the error 
smaller at different times.
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1 研究背景 
在 20 世纪初，经典的理论物理显现出局限性，

尤其是在描述微观系统的时候，从而众多物理学家开

始研究微观系统理论。薛定谔方程在这种背景下被

提出，并广泛应用于非线性光学、等离子体物理学、

流体力学等领域。例如，薛定谔方程可用于描述光孤

子的数学模型，而光孤子通信系统是光纤通信的前

沿技术方向。目前，高速且廉价的网络服务很大程

度上依赖于光纤通信的贡献，光纤通信已经成为整

个通信网络的底层支柱。但是，在很多实际问题中，

要找到薛定谔方程的精确解是一件比较困难的事情。

因此，研究薛定谔方程的数值解法在理论和实践中都

具有重要的意义。

考虑如下二维线性薛定谔方程：

               （1）

式中：Δ 为拉普拉斯算子；

i 为虚数单位；

是一个具有光滑边界的凸多边形区域；

u(x, t)、u0(x)、f(x, t) 为复函数；

V(x) 为非负有界的实函数。

　　本研究假设存在一个实数 V0>0，使得

                                            （2）

有限元方法是求解薛定谔方程数值解的重要方

法之一，目前利用有限元方法求解薛定谔方程有不

少研究 [1-5]。针对求解非对称椭圆问题提出的两网格

方法 [6-7]，是一种高效的偏微分方程数值解法。两网

格法的基本思想是先在粗网格上求解原复杂问题，

然后在细网格上求解时利用粗网格上的解将原问题

进行简化，从而求解一个相对简化的问题。文献 [8]
针对非线性抛物方程，利用有限差分法构造了一种

两网格算法，并进行了误差分析。后来两网格方法

也被应用于求解薛定谔方程 [9-15]。文献 [9] 首次将两

网格有限元方法应用于求解耦合的线性薛定谔方程。

文献 [10-11] 针对二维线性薛定谔方程，分别在三角

形和矩形剖分的网格上，构建了向后欧拉全离散有限

元两网格算法。

本文基于文献 [10] 的基础上构造了一种新的半

离散有限元两网格算法。该算法的主要思路是先在粗

网格上求解原来的耦合方程，接着在细网格上将方程

的实部和虚部进行解耦，求解关于实部和虚部的两个

椭圆方程。其优势在于保持计算误差精度的条件下能

极大地节省计算时间。然后，对两网格数值解进行误

差估计，得到 H1 范数下两网格解与精确解的误差结

果。最后通过数值算例验证了理论的正确性和算法的

高效性，当粗细网格步长满足一定条件时，两网格数

值解具最优误差阶。数值计算结果显示，在不同时刻，

本半离散有限元的网格算法得到的数值解比文献 [10]
中方法所求得数值解的结果更精确。

2 半离散有限元算法

记 LP(Ω) 为标准的 Banach 空间，具有范数 ||·||p，
Wm, p 为定义在 Ω上的标准 Sobolev 空间，其范数定

义为 ，并且当 p=2 时，记

W m, 2=Hm，相应范数简记为 ||·||m=||·||m, 2，||·||=||·||0.2。

对于两个不同的复函数 u(x)、v(x)=L2(Ω)，可定

义内积如下：

                    

式中 是 v(x) 的共轭。

那么问题（1）的弱解 u(x, t) 可定义为如下形式：对

于任意的 t∈(0, T ]，求一个复函数 ，

使得

        
；

      （3）

式中：

                     

设 Γh 是一个网格步长为 0<h<1 的三角形剖分，

是 Γh 上对应的线性有限元空间。对给定

的任意复函数 ，它的椭圆投影算子

可被定义为 ，且满足

                        （4）

则问题（1）的半离散有限元解 uh(x, t) 可以定义

为满足如下方程：

     （5）

式中 为 u0(x) 的椭圆投影。

引理 1[4] 若对于任意的 t∈[0, T]，有 u(x, t) 且

，则椭圆投影 有如下误差

估计：

           。             （6）
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       。            （7）

引 理 2[5] 设 u(x, t)和 uh(x, t)分别为式（3）和（5）
的解，并且 u(x, t)、uh(x, t)、utt(x, t)∈H 2(Ω)，则有

                                                （8）

                                           （9）

3 两网格算法

设 ΓH 是 Ω上网格步长为 H>>h 的拟一致三角形

剖分， 是 ΓH 上的线性有限元空间。接下来构

造一个求解方程（3）的半离散有限元两网格算法。

利用该算法，在细网格上求解薛定谔方程可以简化为

在粗网格上求解原问题以及在细网格上求解两个椭

圆方程。

算法具体步骤如下：

步骤 1　在粗网格 ΓH 上求 uH(x, t)∈S H 满足

     （10）

步骤 2　在细网格 ΓH 上求 满足

               （11）

定理 1 设 u(x, t) 是式（3）的解， 满足

式（11）的两网格有限元解，则有

                                  （12）

                                        （13）

证明　由式（3）和（11）有

      

                                                                                  （14）

令 ，

其中

                 ρ=u-Phu，                    （15）

根据式（4）和（15）有

                           a(ρ, vh)=0，                             （16）
结合式（14）和（16）可得

（17）

在式（17）中，取 vh=ξ，有

   （18）

根据式（2）和（18）可得

     

利用柯西不等式，有

      （19）

再由式（7）和（9）可得

         （20）

从而有

                                           （21）

结合式（7）（20）（21）可得

         
（22）

根据式（7）（19）（22）可得

                        

因此

                        

即式（12）得证，而式（13）可由式（6）和（12）
得到。

4 数值计算

本节采用数值实验验证两网格算法的高效性。在

数值实验中，使用 Matlab 2022a 进行计算，计算机

配置为 Intel Core i9-11900H，16 GB RAM 以及 2.50 
GHz CPU。

考虑如下线性薛定谔方程 [10]：

    

式中：Ω=[-1, 1]×[-1, 1]；f(x, t) 是一个满足如下精

确解的右端项函数，

  

将区域 Ω分别进行拟一致三角剖分 ΓH 和 Γh，时

间方向利用向后欧拉格式，空间方向利用线性有限

元。接下来给出全离散两网格有限元格式，由于在实

际计算时，需要将方程的实部和虚部分开。记任意的

复函数 ，其中 和

分别为 的实部和虚部函数。则两网格

算法可以写成如下等价形式。
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步骤 1　在粗网格 ΓH，令 uH(x, t)∈SH 满足

   

步骤 2　在细网格 Γh，找到 满足

   

为了观察数值分析结果，取时间步长 τ=10-3，令

h=H2，并分别取空间粗网格步长 H1=1/2、H2=1/4、
H3=1/8 进行计算，得到了不同时刻两网格有限元解

与精确解的误差 ，以及文献 [10] 中的方法

求解的误差 ，如表 1~3 所示。

对比分析表 1~3 中的误差数值结果可知，当粗、

细网格的步长满足 时，本文与文献 [10] 中

的两网格有限元解一样，在 H1 范数下均可以达到标

准有限元解相同的最优误差阶 O(h)。而且，本算法

比标准有限元算法节约了较大的计算工作量，例如在

H3=1/8 时，在每一时间层上，标准有限元方法要在

细网格上计算原耦合方程，即要计算一个 32 768 阶

线性方程组。而本算法只要先在粗网格上计算原耦合

方程，即计算一个 512 阶线性方程组，然后在细网格

上计算解耦的两个方程，即计算两个 16 384 阶线性

方程组。显然计算工作量要比标准有限元方法小得

多，而且，随着网格的不断加密，这种优势更加明显。

图 1~3 分别给出了在细网格 h=1/4,1/16,1/64 上，本算

法与文献 [10] 中的两网格有限元解在不同时刻的误

差比较，从图中可以看出，本文的半离散两网格有限

元解在每一时刻的误差都更小一些。

表 1 两网格解在 t=0.1 时的误差

Table 1 Error of two-grid solutions with t=0.1

参数
本文算法 文献 [10] 算法

比值 比值

H1 2.004 0E+0 2.099 8E+0

H2 5.432 8E-1 3.688 5.691 4E-1 3.689

H3 1.370 4E-1 3.964 1.435 8E-1 3.963

表 2 两网格解在 t=0.5 时的误差

Table 2 Error of two-grid solutions with t=0.5

参数
本文算法 文献 [10] 算法

比值 比值

H1 2.836 0E+0 2.897 4E+0

H2 7.397 7E-1 3.833 7.829 5E-1 3.700

H3 1.847 1E-1 4.005 1.926 1E-1 4.064

表 3 两网格解在 t=1.0 时的误差

Table 3 Error of two-grid solutions with t=1.0

参数
本文算法 文献 [10] 算法

比值 比值

H1 4.722 2E+0 4.731 7E+0

H2 1.221 4E+0 3.866 1.262 6E+0 3.747

H3 3.106 2E-1 3.932 3.125 8E-1 4.039

图 1 h=1/4 网格上两网格解在不同时刻的误差

Fig. 1 Error of two-grid solutions at different time points on 
meshes with h=1/4

图 2 h=1/16 网格上两网格解在不同时刻的误差

Fig. 2 Error of two-grid solutions at different time points on 
meshes with h=1/16
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5 结语

本文研究了求解薛定谔方程的一种高效数值解

法。在拟一致三角形剖分下得到半离散有限元格式，

构建了一种新的两网格算法并进行了误差分析，给出

了两网格有限元解在 H1 范数下的误差结果。最后用

一个数值算例验证了理论结果的正确性及两网格算

法的高效性。
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图 3 h=1/64 网格上两网格解在不同时刻的误差

Fig. 3 Error of two-grid solutions at different time points on 
meshes with h=1/64


