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摘　要：主要研究了具有不确定性脉冲系统的有限时间稳定性。首先，基于比较原理，引入 Hamilton-
Jacobi/ Riccati 不等式，分别得到不确定性脉冲系统有限时间稳定性和鲁棒有限时间稳定性的判据。然后，

通过两个数值例子验证了所得结果的有效性。
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1 研究背景

脉冲微分方程描述的系统常常被称作脉冲动态

系统或脉冲系统 [1]。不确定性脉冲系统是指脉冲系统

模型参数或干扰是不确定的，这些不确定性的存在导

致系统的建模精度和控制效果受到影响。Liu B. 等 [2]

通过引入均匀正定矩阵函数和 Hamilton-Jacobi/Riccati
不等式的概念，建立了不确定性脉冲系统的鲁棒稳定

性、鲁棒渐近稳定性和鲁棒指数稳定性的判别准则。

Chen W. H. 等 [3] 利用 Lyapunov 函数和 Razumikhin-
type 技术，研究了具有不确定的时滞脉冲系统的鲁棒

稳定性、镇定性和 H∞ 控制问题。F. Amato 等 [4] 首次



90 湖　南　工　业　大　学　学　报  2025 年

研究了一类不确定混合系统的鲁棒有限时间稳定性，

特别考虑了不确定性脉冲动力系统，其状态轨迹可以

由时间驱动，也可以由特定状态值驱动，并给出了不

确定性脉冲动力系统达到有限时间稳定的充分条件。

近年来，脉冲系统的有限时间稳定性研究在控制

领域引起了广泛关注，有限时间稳定与 Lyapunov 稳

定性不同，指的是系统的解会在有限时间内达到平

衡状态。有不少学者对脉冲切换系统的有限时间稳

定性进行了研究 [5-7]。Li X. D. 等 [8-10] 研究了非线性

脉冲系统、时变非线性脉冲系统和具有扰动的脉冲

系统的有限时间稳定性，结合 Lyapunov 条件，给出

了各脉冲系统稳定时间的估算法。吴桐等 [11] 构建了

新的 Lyapunov 泛函，利用 Caputo 导数性质以及广义

的 Gronwall 不等式研究了分数阶退化脉冲微分系统

的有限时间稳定性，给出了不具有扰动情形下分数阶

退化脉冲微分系统的有限时间稳定性判据。吴迪等 [12]

基于 Lyapunov 理论，给出了在固定驻留时间条件下

非线性脉冲系统有限时间输入到状态稳定的一个充

分条件。仝云旭等 [13] 利用线性矩阵不等式和松弛变

量，给出了离散时间不确定脉冲系统的有限时间稳定

性充分条件。Hu H. 等 [14] 将非线性无脉冲系统的经

典有限时间和固定时间收敛定理很好地推广到非线

性脉冲系统。

比较原理是基于 Lyapunov 稳定性分析方法的一

种延伸，其基本思路是将一个复杂多维系统的平凡解

稳定性问题简化为一个简单的标量微分方程平凡解

的稳定性问题。Liu B.[15] 基于比较原理研究了随机脉

冲系统解的稳定性问题，在此基础上，对脉冲动力系

统、随机脉冲系统的有限时间稳定性展开研究，提出

了脉冲动力系统、随机脉冲系统的有限时间稳定性、

广义类函数有限时间稳定性判据，放宽了有限时间条

件和系统跳变要求 [16-18]。李羽辰等 [19] 基于平均脉冲

区间理论对有时滞的脉冲随机系统的有限时间稳定

性进行了分析。

虽然目前对于脉冲系统的有限时间稳定性已有

很多研究成果，但关于不确定脉冲系统的有限时间稳

定性进行的研究还相对较少，其鲁棒有限时间稳定

性准则也没有相应成果。因此，本文拟通过比较原理

和 Hamilton-Jacobi/Riccati 不等式，推导出不确定性

脉冲系统的有限时间稳定性与鲁棒有限时间稳定性

准则，并以数值算例验证所得结果。

本文中，设 Rn 为 n 维欧几里得空间，R+=[0，
+∞]，N = {1, 2, …}，Z+ 为非负整数集合，即 Z+ = {0, 
1, 2, …}。‖·‖ 为欧几里得范数。σ 为一类连续且严

格单调递增的函数 ∶R+ → R+；σ0 为一类当且仅当

s=0 时 ψ(s)=0 的函数；ζ 为一类除 tk（k∈N）外处处

连续的函数 ψ∶R+ → R+，且右极限 λ(tk
+) 存在的函数

λ∶R+ → R+。

2 预备知识

考虑如下具有不确定性的脉冲系统：

         （1）

式中：x∈Rn 为状态向量； 为矩

阵函数；Δx 为脉冲，且 ，其中，

为 x(t) 在 t=tk 时的右极限， 为左极限；

为脉冲矩阵，tk, k∈{1, 2, …} 为脉冲跳

跃点；g(t, x)、Jk(x) 为结构不确定性或者不确定扰动，

满足

     

其中， 为已

知的矩阵函数且其状态平滑，δg、δk 为未知的有界向

量值函数，其范数分别由向量值函数 mg(t, x), mk(x) 的

范数界定，

为连续函数。

设 t0∈R+、x0∈Rn，用 x(t, t0, x0) 表示系统（1）
在初始条件 x(t+

0)=x0 的解，所有解 x(t, t0, x0) 对于

t≥ t0都存在。假设对于所有 t∈R+，k∈N，都有 f (t, x)=0、
δg(t, x)=0、Ik(0)=0、δk(t, x)=0。因此，x=0 是系统（1）
的解。

定义 1[2] 如果存在 ，且满足：

1）V 在 (tk-1, tk)×Rn 连续且对于每个 x∈Rn，

t∈(tk-1, tk)，k∈N 存在

           ；            （2）

2）V 在 x 中满足局部 Lipschitz 条件；

则称 V 属于 v0 类函数。

定义 2[2] 对于 v0 类函数 V，定义其沿着系统（1）
的 Dini 导数为

    
（3）

定义 3[18] 如果函数 γ:R+ → R+ 为连续且严格单

调递增的函数，且 γ(0)=0，则称 γ 为 类函数；特
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别地，如果 γ 是 类函数且无界，则称 γ 为 类函

数。如果对于任意 s∈R+，β(·, s) 是 类函数，当

a>0 时，β(a, ·) 递减且满足 ，则称函数

β∶R+×R+ → R+ 为 类函数。

定义 4[18] 对于给定的一个集合 ，且有

0∈U，如果存在 ，使得

                            （4）

则称系统（1）在 U 上是有限时间收敛的。特别地，

如果 U=Rn，则称系统（1）是全局有限时间收敛的。

定义 5[18] 对于给定的一个集合 ，有

0∈U，如果系统（1）在稳定时间 T 内实现有限

时间收敛，且对于任意的 ε>0，存在 δ>0，使得当

时，有

                                        （5）

则称系统（1）在 U 上是有限时间稳定的。特别的，

如果 U=Rn，则称系统（1）是全局有限时间稳定的。

定义 6[2] 对于不确定脉冲系统（1）中的任意不

确定项 ，如果系统（1）的
平凡解 x=0 是有限时间稳定的，则称系统（1）是鲁

棒有限时间稳定的。

3 主要结果

假设 1 假设存在函数 ，

1） 存 在 类 函 数 使 得 对

，有

       ；       （6）

2）存在连续函数 h∶R+×R+ → R+，对于每一个

t 在 s 上 h(t, s) 都为非减函数使得

                                         （7）
3）存在非递减函数 ψk∶R+ → R+，使得

           ；            （8）
为了使用比较原理，设 y(t) 为与假设 1 相关的确定性

脉冲系统的解：

                           （9）

定理 1 如果假设 1 成立，且确定性脉冲系统（9）
的解 y(t) 是有限时间稳定的，则不确定脉冲系统（1）
的解 x(t) 也是有限时间稳定的。

证明 假设确定性脉冲系统（9）的解 y(t) 在 [t0, 
+∞] 存在。由文献 [15, 20] 可知，对于 x0∈Rn，不确

定性脉冲系统（1）的解 x(t) 在 [t0, +∞] 也存在。当

t ≥ t0 时，由 可得 。

设确定性脉冲系统（9）是有限时间稳定的，

其稳定时间为 。即当 ，其

解 y(t) 满足 y(t)=0；且当 t ≥ t0 时，对于任意满足

的 x0，使得假设 1 和

成立，可得对任意 ，有 

           （10）

由式（10）可知，不确定性脉冲系统（1）对于

所有满足 的 x0 是有限时间收敛的，且

稳定时间满足 。

同时，系统（9）有限时间稳定意味着其有限时间

有界。即对于所有的 ，

存在 δ1=δ1(μ)，使得 。考虑 δ 为
0<δ=δ(μ)< c2

-1(δ1(μ))，由于 ，可得 c2(δ)<δ1。

对 于 任 意 满 足 的 x0， 考 虑 满
足 c2(δ) ≤ y0 ≤ δ1 的 y0， 则 对 于 任 意 的

，有 y(t)<c1(μ) 成立。可得：

          。           （11）

   由式（6）可知，对于 ，

有

    。     （12）
由此可知，系统（1）是有限时间有界的。系统（9）

是有限时间稳定的，则意味着系统（1）是有限时间

稳定的。

引理 1[21] 对于任意 ξ∈Rn、η∈Rn，以及函数

λ(t)>0，有以下不等式成立：

                         （13）
定理 2 对于不确定脉冲系统（1），假设存在一

个函数V∈ v0，对于任意的 k∈N，使得V(t，x)在 (tk-1，

tk)×Rn，且假设 1 的条件成立，进一步作如下假设：

1） 存 在 函 数 P1: R
+×Rm → R1×m，P2: R

m×

Rm → Rm×m 且 P2(t，x) ≥ 0， 对 于 t∈R+、x∈ Rn、

y∈Rn、k∈N 有

 
（14）

2）存在一个正常数 εk（k∈N），使得

           
（15）

式中：P1=P1(tx, xk)，P2=P2(tx, xk)，mk= mk(xk)，k∈N；

3） 存 在 c∈σ、p∈ζ， 且 存 在 标 量 函 数

，使得
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                                                                                  （16）

式中 。

系统（1）是鲁棒有限时间稳定的，其稳定时间分为

以下几种情况：

1） 当 α<0、d ≤ 0， 则 系 统（1） 的 稳 定 时

间 为 ， 其 中

；

2）当 α<0、d>0，平均驻留时间条件成立， 

   ；   （17）
式中 N0 ≥ 0，τa>d/(-a)>0。

则系统（1）的稳定时间为

其 中

。

3）当 α>0、d<0 时，存在逆平均驻留时间条件

             （18）
式中：0 ≤ N0<1，0<τa<-d/α。

则 系 统（1） 的 稳 定 时 间 为

，其中，

证明 当 t=tk，k∈N，通过条件（1）（2）和引理 1，
可得：

    

令 V=V(t, x)、f=f (t, x)、g=g(t, x)、mg= mg(t, x)、
δg=δg(t, x)、λk=λ(t)，则对于 t ≠ tk，k∈N，根据不等

式（16），有

（20）

因此，由文献 [18] 中的定理 4.1，通过式（19）和式

（20），可以得知系统（1）是鲁棒有限时间稳定的，

并且其稳定时间可以分为定理 2 中描述的 3 种情况。

证毕。

定理 3 假设存在一个函数 V∈v0 对于任意

k∈N，使得V(t, x)在 ，且假设1的条件成立，
进一步假设：

1）有式（14）和式（15）成立。 
2） 存 在 c∈σ、p∈ξ， 且 存 在 标 量 函 数

，使得

                  
（21）

     

式中 。

则系统（1）是鲁棒有限时间稳定的，其稳定时间分

为以下几种情况：

1） 如 果 d<0， 则 系 统（1） 的 稳 定 时 间 为

其中

θ 满足 0 ≤ θ ≤ -d(1-η)；
2） 如 果 d=0， 则 系 统（1） 的 稳 定 时 间 为

；

3） 如 果 d>0， 则 系 统（1） 的 稳 定 时 间

为 ， 其 中 N∈Z+， 其 值 由

决定。

证明 当 t=tk，k∈N，通过条件（1）（2）和引理 1，
可得

   

（22）

令 V=V(t, x)、f=f (t, x)、g=g(t, x)、mg= mg(t, x)、δg=δg(t, x)、
λk=λ(t)，则对于 t ≠ tk，k ∈ N，根据不等式（21），有

（19）
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                                                                                   （23）
因此，由文献 [18] 中定理 4.2，通过式（22）和（23），

可得系统（1）是鲁棒有限时间稳定的，其稳定时间

可分为定理 3 中描述的 3 种情况。证毕。

4 数值例子

例 1 考虑如下不确定性脉冲系统：

                   （24）
                       Ik(x)=bx，b∈R；                 （25）

式中：f (t, x)=ax-0.5sign(x)，

取 V(x)=|x|，易知 V∈v0，且 V 在 t∈R+ 时处处可微。

对于任意 t∈(k, k+1]，令 λk=1，有

其 中 α=a+0.5，λ=0.5，
，其中 d=ln|1+b|。
考虑以下 3 种情况：

1）a=α+0.5<0，d ≤ 0。通过定理 2 情况 1）可得，

不确定脉冲系统是鲁棒有限时间稳定的，稳定时间为

。在仿真中，

令 a=-1.5、α=a+0.5=-1、b=-0.5、x0=1.5，通过计算，

得 d=-0.693 1、T(x0, {tk})=-ln(0.5/1)=0.693 1。与仿真

相符，图 1 表明该情况下系统（24）（25）在有限时

间内达到稳定。

2）a=α+0.5，d>0。 这 使 得 {tk} 和 t0=0 时 满 足

τa=0.1, N0=0 时的平均驻留时间（16），则对于所有

k ≥ 0 满足 Δk=tk+1-tk ≥ τa=0.1，由定理 2 中情况（2），

可得不确定脉冲系统是鲁棒有限时间稳定的，稳定时

间为 。

在仿真中，令 a=-1.5、α=a+0.5=-1、b=0.4、x0=1.5、
τa=0.2。通过计算，可以得到 d=0.095 3、T(x0, {tk}) = 
0.2/(-0.2 + 0.095 3)·ln[0.5/(1.4×1.4 + 0.5) = 0.593 8。
图 2 所示仿真结果表明，在该情况下系统（24）（25）
可在有限时间内达到稳定状态。

3）a=α>0，d<0。 这 使 得 {tk} 和 t0=0 满 足

Δk=tk+1-tk ≥ Δinf=0.1 和 τa=0.2、N0=0 时的逆平均驻留

时间，则对所有 k ≥ 0，有 Δk<τa=0.2，由定理 2 的情

况 3）可得不确定脉冲系统是鲁棒有限时间稳定的，

稳定时间为 。

在仿真中，令 a=0.5、α=a+0.5=1、b=-0.5、x0=1.5、
τa = 0.3。通过计算，可得 d = -0.693 1、T( x0, {tk} ) = 
0.3/(0.3-0.693 1)·ln[(-0.5×(-1.5))/1.5]=0.528 98。 图

3 所示仿真结果表明，该情况下系统（24）（25）在

有限时间内达到稳定。

例 2 考虑如下具有不确定性的脉冲系统

                   （26）

图 1 α=-1，b=-0.5，x0=1.5，g=x1/2 时的仿真结果

Fig. 1 Simulation results with α=-1，b=-0.5，x0=1.5，
g=x1/2

图 2 α=-1，b=0.5，x0=1.5，g=x1/2 时的仿真结果

Fig. 2 Simulation results with α=-1，b=0.5，x0=1.5，g=x1/2

图 3 α=1，b=-0.5，x0=1.5，g=x1/2 时的仿真结果

Fig. 3 Simulation results with α=1，b=-0.5，x0=1.5，g=x1/2
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取 ， 易 知 V∈v0， 且 V 在 任 意

t∈R+ 处处可微，对任意 t∈(k, k+1]，且 λk=1 时，有

     

考虑以下两种情况：

1）θ=3/2，令 α=22/3、η=2/3、d=-3ln 2。满足定

理 3 中的情况 1），通过定理 3 的情况 1），得知系

统（26）（27）是鲁棒有限时间稳定的，稳定时间为

，

在仿真中令 x0=0.2，通过计算得

       

图 4 所示仿真结果表明，该情况下系统在有限时

间内达到稳定。 

2）θ = -1/4，令 α = 22/3、η = 2/3、d = ln 2/2。满足定

理 3，通过定理 3，系统（26）（27）是鲁棒有限时

间稳定的，稳定时间为

图 5 所示仿真结果表明，该情况下系统在有限时间内

达到稳定。

5 结语

本文研究了具不确定性脉冲系统的有限时间

稳定性和鲁棒有限时间稳定性。基于比较原理和

Hamilton-Jacobi/Riccati 不等式，分别得到了不确定

性脉冲系统有限时间稳定性和有限时间鲁棒稳定性

的判据，最后，通过两个数值例子仿真验证了判据的

有效性。
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