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摘　要：研究了一类具饱和发生率的随机 SVIR 传染病模型的平稳分布与灭绝性。首先，对任意的正初

始值，证明该系统存在唯一的全局正解；其次，通过构造 Lyapunov 函数，得到当 时系统存在唯一遍历

的平稳分布；最后，证明当 时疾病将以指数灭绝。
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Abstract：The focus of the current investigation is on the stationary distribution and extinction of a class of 
stochastic SVIR epidemic model with saturation incidence . Firstly, for any positive initial value, it is proven there 
is a unique global positive solution for the system; secondly, by constructing a Lyapunov function, there always 

exists a stationary distribution with a unique traversal with . Finally, it is proven that the disease will become 
exponentially extinct with .
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1　背景知识

近年来，传染病给人类健康和社会发展带来了

重大影响，故对传染病的动力学行为进行研究十分

必要。目前，已有很多学者通过建立数学模型对传

染病的传播进行预测和控制分析。1926 年，W. O. 
Kermack 等 [1] 研究了黑死病和瘟疫的传播规律时，

建立了著名的 SIR 传染病模型。在此基础上，文

献 [2] 通过引入治疗函数建立 SVIR 传染病模型。V. 
Capasso 等 [3] 在研究意大利爆发的霍乱传播规律时，
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考虑到该疾病的有效接触率最终将趋向于饱和的状

态，提出了一类具有饱和发生率的传染病模型，分

析得到了与实际情况一致的研究结果。文献 [4] 研究

了一类具有治疗函数和饱和发生率的 SVIR 传染病模

型，对疾病防控具有一定的现实意义。

然而，环境因素对疾病的传播过程会带来不可

忽视的影响。因此，在确定性模型中加入随机扰动，

能更准确地刻画传染病的动力学行为，如文献 [5-14]
都得到了比较理想的结论。为进一步探究环境因素

对 SVIR 传染病模型的影响，本文在文献 [4] 模型的

基础上加入随机扰动项，研究如下一类具有饱和发生

率和治疗函数的随机 SVIR 传染病模型：

        （1）

式中：S(t)、V(t)、I(t)、R(t)（简写为 S、V、I、R）
分别为 t 时刻的易感者、接种者、染病者和恢复者的

数量；Λ为易感者的输入量；β为疾病的传染率；

为自然死亡率； 为疫苗接种率；ε为免疫失效比例；

α为饱和系数； 为饱和发生率；ρ为自然恢复

率； 为因病死亡率；Bi(t)(i=1, 2, 3, 4) 为相互独立的

标准布朗运动，它们都是定义在完备概率空间 (Ω, , 
{ }t ≥ 0, P) 上，其中 σ- 代数族 { }t ≥ 0 满足非降且

右连续；σi(i=1, 2, 3, 4) 为白噪声的强度；T(I) 为治疗

函数，其表达式为

                   

其中：κ为治疗参数；I0 为治疗达到饱和时的染病者

数量，且上述所有的参数均为正值。

由于系统（1）中前 3 个方程与变量 R(t) 无关，

且 S(t)+V(t)+I(t)+R(t)=N(t)，N(t) 为总人口数量，故只

需考虑由前 3 个方程所构成的简化系统：

　     （2）

2　系统全局正解的存在唯一性

为探究该系统的随机动力学行为，应证明系统全

局正解的存在唯一性。当系数满足线性增长条件和

局部 Lipschitz 条件时，系统将存在唯一的全局解 [15]。

然而，系统（2）的系数却没有满足线性增长条件，

只满足局部的 Lipschitz 条件。于是，参考文献 [16]
给出如下定理。

定理 1　对任意的初始值 ，

系统（2）存在唯一的正解，且该解依概率 1位于 内，

即当 t ≥ 0 时， a.s.。

证明 因为系统（2）满足局部 Lipschitz 条件。 

于是，对于任意的正初始值 ，

系统（2）在有限时间区间 [0, τe) 上存在唯一的局部

正解 ，其中 τe 为爆破时间。因此，

要说明该系统正解的全局存在性，只需证明 τe=∞ a.s.。
令 k0＞0足够大，使得 S(0)、V(0)、I(0) 都在 [1/k0, 

k0] 内。对任意正数 k ≥ k0，引入停时

    
（3）

记 inf( )=∞。易见，随着 k 的增大，τk 单调递增。

设 ，则有 τ∞≤τe a.s.。如果能证明 τ∞ = ∞a.s.，

则 τe = ∞a.s.，且对 t≥0 时， a.s.。

也就是只需要证明 τ∞ = ∞a.s.。若 τ∞ = ∞a.s. 不成立，

那么存在常数 > 0 和 ε0∈(0,1) 使得

成立，因此，对 k ≥ k1, 存在整数 k1 ≥ k0 使得

成立。

构造 C2 函数 如下： 

      

                          

对函数 V1 运用 Itô 公式可得：

       
（4）

式中：

    

考虑到 ，上式可化为
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式中 θ = κ +  + ρ + δ。
结合式（4）和（5）可得：

          
（6）

对上式两边同时从 0 到 积分，
再取期望得：

          

（7）

令 ，Ωk ≥ k1，根据式（3）停时的

定义可知 P(Ωk)≥ε0。实际上，对 ω∈Ωk，S(τk, ω)，
V(τk, ω) 和 I(τk, ω) 中，至少有一个等于 k 或者 1/k。
因此有

     　  　   　
（8）

结合式（7）和（8）可得，

  

式中 为 Ωk 的示性函数。

于是，当 k → ∞ 时，有

，产生矛盾。从而有 τ∞=∞ a.s.。证毕。

注 1　定理 1 说明系统的正解依概率 1 不会在有

限时间内发生爆破。

3　平稳分布的存在性

本节通过构造 Lyapunov 函数，证明系统（2）存

在唯一遍历的平稳分布。首先引入引理 1。
设 X(t) 为 d 维欧氏空间 Ed 上的齐 Markov 过程，

且满足如下随机微分方程

            ，

其对应的扩散矩阵为

             。

引理 1[17]　如果有界域 D ⊂ E
d 存在一个有规则边

界 Ґ，且满足以下条件：

i）对任意的 x∈D, ξ∈Ed, 存在一个正数 M0，使

得 ；

ii）对任意的 x∈Ed \ D，存在一个非负的 C2 函数

V，使得 LV 为负，则 Markov 过程 X(t) 将存在唯一遍

历的平稳分布 π(·)。
接下来分析系统（2）平稳分布的存在唯一性。

令 。

定理 2　如果 ，

则当 0 ≤ I ≤ I0 时，系统（2）存在唯一遍历的平稳

分布。

证明 首先验证引理 1 的条件 i）。系统（2）
对应的扩散矩阵为

                 。            （9）

设 ，则有

， 其

中 ，表明引理 1 的条件 i）满足。

构造 Lyapunov 函数

。

利用 Itô 公式可得

    

其中，

    ；

于是，可得  

     

（5）
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    。

当 0 ≤ I ≤ I0 时，T(I)= κI，则有

式中，

。

记 ，则存在常数 M＞0 满足

    。 （12）

设 ， 显 然

是 连 续 函 数， 其 在 内 存 在 最 小 值

。

构造非负 C2函数

，

则有：

      

      

构造紧子集

 

其中 为充分小的正常数。

现引入如下记号：

选择合适的 ，使得下列条件在集合中均成立：

                                                    （14）

                              （15）

                            ，                    （16）

                            ，                   （17）

                            ，                   （18）

                            。                   （19）

式（14）~（19）中：Ki（i=1, 2, 3, 4, 5）为正常数，其中，

（11）

（13）

  （10）
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为了方便起见，将 分为如下 6 个区域。

情形 1　若 (S, V, I) ∈D1，则由式（13）和式（14）
可得

   

情形 2　若 (S, V, I) ∈D2，则由式（12）、（13）
和（15）可得

   

情形 3　若 (S, V, I) ∈D3，则由式（13）和式（16）
可得

   

情形 4　若 (S, V, I) ∈D4，则由式（13）和式（17）
可得

   

   

情形 5　若 (S, V, I) ∈D5，则由式（13）和式（18）
可得

       

情形 6　若 (S, V, I) ∈D6，则由式（13）和式（19）
可得

       

由情形 1~6 的分析可知，当 时，

均有 LW ≤ -1 成立，可见引理 1 的条件 ii) 得到满足，

因此系统（2）存在遍历平稳分布。证毕。

注 2　定理 2 说明，当感染者数量没有达到治疗

饱和状态时，若Rs
0＞1，系统存在唯一遍历的平稳分布。

定理 3　如果 ，则

系统（2）存在唯一遍历的平稳分布。

证明 由于此定理的证明与定理 2 类似，这里只

给出部分不同之处。由式（10）可知，当 I＞I0 时，

式中， 。

因此，当 I＞I0 时，如果 ，可以利用与定

理 2 相同的方法证明系统（2）存在唯一遍历的平稳

分布。同时，不难发现 成立，所以当 时，

不论 I、I0 的大小关系如何，系统（2）总存在唯一遍

历的平稳分布。证毕。
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注 3 定理 3 说明，若 ，无论感染者数量

有没有达到治疗饱和状态，系统总存在唯一遍历的平

稳分布。

4　疾病的灭绝性

本节将给出系统（2）疾病灭绝的一个充分条件，

首先引入如下引理。

引理 2[15]　系统（2）的解 (S(t), V(t), I(t)) 具有以

下性质：

i） a.s.。

若 ，则有

ii） ，

a.s.。

接下来分析系统（2）疾病的灭绝性。

定理 4　如果 ，则疾病

将以指数灭绝。

证明 将系统（2）的前两个方程相加，同时积

分再除以 t 可得

　  

对式（20）两边同时取上确界极限，结合引理 2
可得

                  。              （21）

此时，对函数 lnI(t) 运用 Itô 公式可得

   

    （22）

对式（22）两边从 0 到 t 积分之后再除以 t，并

进行适当地放缩，可得

    
，

   
（23）

由强大数定律得

                             a.s.。

对式（23）两边同时取上确界极限，并结合式（21）

可得：

这说明 a.s.，证毕。

注 4　定理 4 说明，当文献 [4] 中的基本再生数

大于 1 时，确定性情形下的疾病仍在流行；保持其他

条件不变，加入随机扰动，只要噪声强度 σ3 足够大，

疾病就会灭绝。

5　结语

本文主要研究了一类具饱和发生率的随机 SVIR
传染病模型的平稳分布及灭绝性。首先，对于任意

给定的正初始值，证明得到该系统总存在唯一的全

局正解，且该解将以概率 1 存在于内。其次，在随

机扰动下，无论染病者数量是否达到治疗饱和状态，

只要 ，系统总存在唯一遍历的平稳分布。最后，

如果 ，疾病将以指数灭绝，这说明随机扰动在

一定条件下将加速疾病的灭绝。
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