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摘　要：双调和方程边值问题的研究是椭圆型方程边值问题研究的热点问题之一。因此，建立了一个四

阶紧差分格式，并理论证明了此差分格式解的存在唯一性、稳定性、收敛性。在此基础上，用 Richardson 外

推法进行一次外推得到六阶的外推紧差分格式。最后，通过两个双调和方程的数值算例进行验证，结果表明

此差分格式在双调和方程上是有效的。
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Abstract：Due to the fact that the boundary value solution of the biharmonic equations is one of the hot spots in 
the research of the boundary value solution of elliptic equations, a fourth-order compact difference scheme has therefore 
been established, thus theoretically verifying the uniqueness, stability and convergence of the difference solution. On 
this basis, a sixth-order extrapolated compact difference scheme can be obtained by a one-time extrapolation with 
Richardson extrapolation method adopted. Finally, numerical examples of two biharmonic equations are used to verify 
the effectiveness of this difference scheme on biharmonic equations.
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1 研究背景

双调和方程是流体力学、弹性力学、固体力学和

材料科学等领域中重要的数学模型。越来越多的学者

对如何高效、准确地求出此类方程的数值解产生了极

大的兴趣，高精准的数值解在现实生活中的应用也非

常广泛。因此，研究双调和方程边值问题的高效算法

具重要的理论意义和实用价值。近年来，高阶紧差分

格式在偏微分方程中的发展和应用得到学者们的广

泛关注。2018 年，Wang Z. K. 等 [1] 推算出了一种新
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的适用于声波方程的具高谱分辨率的中心紧差分格

式，该格式在保障精度的同时提升了运算速率。Yu Y. 
Y. 等 [2] 构建并验证了分数阶次扩散模型高阶的拟紧

差分格式的可行性。文献 [3] 中，对二维半线性时间

分数阶移动 / 非移动模型设计了基于交替方向隐格式

（ADI）的紧差分格式。还有其他学者利用紧差分格

式求解方程，如 Liao H. L. 等 [4] 研究了关于线性薛定

谔方程的紧差分格式，并建立一维 Burgers 方程 [5] 和

求解不可压缩 Oberbeck-Boussinesq 方程 [6] 的紧差分

格式并求解，同时，利用紧差分格式提高频率域声波

方程的数值模拟精度 [7] 等。这些研究均表明紧差分

格式在多个领域的研究和应用中蓬勃发展。

结合已有研究，本研究先对双调和方程建立紧差

分格式。Richardson 外推法应用广泛，有学者研究向

后欧拉 - 向后微分公式（BE-BDF2）在求解非定常

可压缩无黏和黏性流动中的有效性 [8] 时，为了提高

其精度和收敛阶，学者们也利用了 Richardson 外推

法。在研究空间导数中具有分段连续变量的半线性

反应扩散方程的初边值问题 [9] 时，在高阶紧差分方

法的基础上也利用 Richardson 外推以提升计算精度。

所以在紧差分格式的基础上利用 Richardson 外推提

升精度的想法是可行的。

现讨论如下一类双调和方程边值问题：

                        （1）

式中：Ω为矩形区域 {(x, y)|0< x<L1，0< y <L2}；Γ为

Ω的边界； 。

令 v=Δu，则方程式（1）等价于如下微分方程：

                        （2）

                        （3）

首先，通过变量替换将原本的四阶微分方程转变

成两个二阶微分方程，接着对这两个微分方程先建立

一个达到四阶精度的紧差分格式，然后探究此紧差

分格式的解的存在性、唯一性、收敛性以及稳定性，

之后利用 Richardson 外推法将原本的四阶精度提升

至六阶精度，最后，通过两个算例来验证差分格式以

及外推之后的有效性。

2 差分格式

2.1 差分格式的建立

将 区 间 [0，L1] 作 m1 等 分， 记 h1=L1/m1，

xi=ih1，0 ≤ i ≤ m1；将区间 [0，L2] 作 m2 等分，记

h2=L2/m2，xj=jh2，0 ≤ j ≤ m2， 其 中，h1 为 x 方 向

的步长，h2 为 y 方向的步长。用两簇平行线 x=xi，

0 ≤ i ≤ m1；y=yj，0 ≤ j ≤ m2；将区域 Ω 剖分为

m1×m2 个小矩形，将两簇直线的交点（xi, yj）称之为

网格节点。记

      ，

称属于 Ω的节点 

    

为内节点，称位于 Γ上的节点 为边界节点。

为了方便起见，记

当 v 是 Ωh 上的网格函数时，记

              

当 (i, j)∈γ时 vi, j=0，记 。

设 ，引进记号：

         

         

在节点（xi, xj）处考虑微分方程（2）和（3），

并且对于变量 v(xi, xj)=Δu(xi, xj)，可得出微分方程（2）
和（3）在节点（xi, xj）处的方程：

                    （4）

                     （5）

为建立具有四阶精度的紧差分格式，需定义算子。

设 。定义算子 A、B：
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用算子 A、B 作用于微分方程（4）（5）两式的

两边，且根据算子的性质 AB=BA，易得到

    （6）

（7）

由 Taylor 公式可以得到：

        
（8）

    
（9）

 
（10）

 
（11）

式（8）~（11）中： ；

；Ui, j = u(xi, yj)、

是定义在 Ωh 上的网格函数。

  记

  （12）

（13）

 （14）

   （15）

将式（8）~（15）代入式（6）和（7）中，得

（16）

。（17）
式（16）（17）中：

             （18）

             （19）

注意式（4）与（5）中的边值条件：

                           （20）

                          （21）
在式（16）（17）中，略去小量项 (Rv)i, j 和 (Ru)i, j，

并且注意到式（20）及式（21），令 vi, j、ui, j 代替 Vi, j、

Ui, j，就可以得到如下差分格式：

          （22）

           （23）

记

 

（24）

联立式（12）~（15）、（18）、（19）及（24）得

            （25）

           （26）

2.2 差分格式解的存在性

引理 1 根据文献 [10] 可知，若 ，则有

             

定理 1 差分格式（22）和（23）存在唯一解。

证明 差分格式（22）是线性的，考虑其齐次方

程组                  （27）

用 -v 与式（27）中齐次方程的两边做内积，得到

                 

由引理 1 可得 注意到式（27）中的边

值条件，有  
此时注意式（23），可以得到

                 （28）

用 -u 与式（28）中齐次方程的两边做内积，得

                

由引理 1 可得 。

注意式（28）中的边值条件，有

因此差分格式（22）和（23）是唯一可解的。定理证毕。

2.3 差分格式解的稳定性

引理 2 由文献 [10] 可知，若设 ，则有

                    ，

式中 。

引理 3 由文献 [10] 可知，若设 ，则有
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式中：

引理 4 由文献 [10] 可知，若设 ，则有

                      

证明 由引理 2，并注意到 ，有

     （29）

注意 ，将式（29）两边都乘以 h2，并

对 j 从 1 到 m2 求和，得       （30）

同理可得                                （31）

将式（30）（31）相加，得

移项后两边开平方得 根

据基本不等式，得 定理证毕。

定理 2 差分格式（22）和（23）在下述意义下

对右端项函数是稳定的，设 为

              （32）

         （33）

的解，则有 。

式中

证明 用 -v 与式（32）做内积，得

             

由引理 1 得

由 Cauchy-Schwarz 不等式得 

由引理 3 得

从而有                                            （34）

同理，用-u 与式（33）做内积，得

由引理 4 和引理 3 得：

         

结合式（34），得

由引理4得 。定理证毕。

2.4 差分格式解的收敛性

定理 3 设 为差分格式（22）

和（23）的解，设 为定解

问题（2）（3）的解，记

         

则有

证明 将式（20）（16）与式（22）相减，将式（21）
（17）与式（23）相减，得到如下误差方程组：

      

      

应用定理 2 并注意到式（25）和（26），可得 

定理证毕。

2.5 Richardson 外推差分格式的建立

记差分格式（22）和（23）的解为 ui, j(h1, h2)。
定理 4 设定解问题

 （35）

式中，边界条件 p=0，(x, y)∈Γ。

              （36）

式中：(x, y)∈Ω；边界条件为 q=0，(x, y)∈Γ。
存在光滑解，则有

 

式中：h1=L1/m1；h2=L2/m2。

证明 记 由文献 [11]得

         

（37）

结合式（37），差分格式（23）的误差方程为 

 （38）

式中：
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将定解问题（35）和（36）离散，可以得到

（39）   

      （40）

式（39）（40）中：

  
令 将离散后的定解问题

式（39）与式（40）分别乘以 (-h1
4) 和 (-h2

4)，再与误

差方程（38）相加，可得

 （41）

由式（41）知边界值为零，即 ri, j=0，(i, j)∈γ，
由定理 2 可得

         
（42）

用 (h1/2，h2/2) 代替 (h1，h2)，得到

 
（43）

结合式（42）与式（43）可以得到

 

定理证毕。

3 数值算例

本节将用数值算例验证紧差分格式以及在此基

础上利用 Richardson 外推建立外推格式在一类双调

和方程边值问题中的有效性。

算例 1

的精确解为

表 1 给出了在 x，y 的取值范围内取不同步长时

的最大误差和误差阶。

由表 1 可知，随着步长减小，数值解的最大误差

也减小，通过误差阶可知紧差分格式有四阶精度。

当步长为 (1/8, 1/8)的精确解和数值解曲面见图1。

表 1 算例 1 紧差分后的数值结果

Table 1 Numerical results of the example 1

(h1, h2) E∞=(h1, h2)

(1/8, 1/8) 5.398 4e-04 *
(1/16, 1/16) 3.358 4e-05 4.006 7
(1/32, 1/32) 2.096 6e-06 4.001 7
(1/64, 1/64) 1.310 1e-07 4.000 3

               a）数值解                                b）精确解

图 1 算例 1 步长 (1/8,1/8) 数值解和精确解对比图

Fig. 1 Comparison diagram of the numerical solution and the 
exact solution of the step size (1/8, 1/8) in example 1
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因为 x、y 的范围不一样，要使得步长相同，那

么就要取不同的剖分，算例 1 取不同步长时的误差曲

面见图 2。图 1、图 2 中的 M 表示 x 方向的剖分，N
表示 y 方向的剖分。 

 

图 1 中的数值解和精确解的图像基本一样，为了

详细分析两者间的误差，画出如图 2 所示的误差图，

从图 2 中可以看出，不同步长的误差，其剖分越多误

差越小。

表 2 所示为在建立紧差分格式的基础上，再次

利用 Richardson 外推法，得到的数值解的最大误差

和误差阶。

对比表 1 和表 2 中的数据可以得知，在步长相同

的情况下，表 2 中的最大误差比表 1 中的精度要高很

多，表 2 给出的误差阶也比表 1 的高。因此可以得出

如下结论：其他变量相同的情况下，对于一类双调

和方程的 Dirichlet 边值问题，首先建立紧差分格式，

可以得到四阶精度的数值解，之后在紧差分格式的基

础上，再利用 Richardson 外推法进行外推，可以得

到六阶精度的数值解。

为了避免偶然性，使结果更具有真实性，以算例

2 再次验证此格式的有效性。

算例 2

此数值算例的精确解为

表 3 中的数值为算例 2 在 x、y 的取值范围内取

不同步长时的最大误差和误差阶。

图 3 为算例 2 步长为 (1/8, 1/8) 的精确解和数值

解曲面。图 4 为 x、y 取不同步长时的误差曲面。

图 3 所示数值解和精确解的图像差别不明显，为

详细分析两者误差，画出其误差曲面（图 4），结果

与算例 1 结论近似，避免了实验结果的偶然性。

            c）M=64，N=32                       d）M=128，N=64
图 2 算例 1 取不同步长的误差曲面

Fig. 2 Error surfaces of non-synchronous lengths 
taken in example 1

             a）M=16，N=8                        b）M=32，N=16

表 2 算例 1Richardson 外推后的数值结果

Table 2 Numerical results extrapolated by 
Richardson in example 1

(h1, h2) E∞=(h1, h2)

(1/8, 1/8) 1.661 2e-07 *

(1/16,1/16) 2.577 8e-10 6.010 0

(1/32, 1/32) 4.607 4e-11 5.806 0

表 3 算例 2 紧差分后的数值结果

Table 3 Numerical results of the example 2

(h1, h2) E∞=(h1, h2)

(1/8, 1/8) 4.634 3e-05 *

(1/16, 1/16) 2.883 3e-06 4.006 6

(1/32, 1/32) 1.825 8e-07 3.981 1

(1/64, 1/64) 1.140 8e-08 4.000 4

                 a）数值解                               b）精确解

图 3 算例 2 步长 (1/8,1/8) 数值解和精确解对比图

Fig. 3 Comparison diagram of the numerical solution and the 
exact solution of the step size (1/8, 1/8) in example 2

                 a）M=N=8                                b）M=N=16
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在紧差分格式基础上，再次利用 Richardson 外

推法得到的数值解的最大误差和误差阶见表 4。

对比表 2 和 4 可知，双调和方程的 Dirichlet 边
值问题首先建立紧差分格式，再利用 Richardson 外

推法可以得到六阶精度的数值解，且比较稳定。

4 结语

本文研究了一类双调和方程 Dirichlet 边值问题

的紧差分格式，并在此基础上利用外推法进行一次外

推。首先，建立紧差分格式可以得到一个四阶精度的

差分格式，并证明紧差分格式解的存在唯一性、收敛

性和稳定性。在紧差分格式的基础上利用 Richardson
外推法进行一次外推。理论证明，一次外推之后，

数值解由之前的四阶精度提升到了六阶精度。之后，

用两个不同的算例去验证此差分格式的稳定性与有

效性，经数值算例验证，此差分格式是有效的，并且

最后的数值计算结果都是六阶精度的；这些结果都可

以证明理论分析的正确性。总的来说，一类双调和方

程边值问题是可以利用紧差分和外推法去提升其数

值解的精度的，并且得到的结果是有效且稳定的。
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                  c）M=N=32                          d）M=N=64
图 4 算例 2 取不同步长的误差曲面

Fig. 4 Error surfaces with non-synchronous length in 
example 2

表 4 算例 2 Richardson 外推后的数值结果

Table 4 Numerical results extrapolated by 
Richardson in example 2

(h1, h2) E∞=(h1, h2)

(1/8, 1/8) 1.403 5e-08 *

(1/16, 1/16) 2.199 9e-10 5.985 5

(1/32, 1/32) 3.503 4e-12 5.972 5


