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一类变系数椭圆型Dirichlet 边值问题的

差分外推格式
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（湖南工业大学 理学院，湖南 株洲 412007）

摘　要：对于变系数椭圆型偏微分方程的 Dirichlet 边值问题，首先，应用泰勒展开建立五点差分格式，

并证明差分格式解的存在唯一性；其次，应用极值原理得到差分格式解的先验估计式，进一步证明其收敛性

和稳定性；再次，应用 Richardson 外推法，建立具有四阶精度的外推格式；最后，应用 Gauss-Seidel 迭代方

法对算例进行求解，数值结果表明 Richardson 外推法极大地提高了数值解的精度。
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Abstract：In view of the Dirichlet boundary value problem of elliptic partial differential equations with variable 
coefficients, Taylor expansion is firstly applied for an establishment of a five point difference scheme, thus proving the 
existence and uniqueness of the difference scheme solution. Secondly, a prior estimation formula for the difference 
scheme solution can be obtained by applying the extremum principle, with its convergence and stability further proved.  
Thirdly, Richardson extrapolation method is applied to establish an extrapolation format with fourth-order accuracy. 
Finally, the Gauss-Seidel iterative method is applied to solve the numerical example, with the numerical results showing 
that the Richardson extrapolation method greatly improves the accuracy of the numerical solution.
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1 研究背景

各种物理性质的稳定过程都归结为椭圆型偏微

分方程，椭圆型方程中比较具有代表性的是拉普拉

斯方程，文献 [1] 对常系数椭圆型方程的 Dirichlet 边
值问题建立了差分格式，并且用极值原理证明了其
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差分格式解的收敛性和稳定性。文献 [2] 提出了用谱

方法研究圆域上的二阶变系数椭圆方程，并且建立

了极坐标系下二阶变系数椭圆方程的一种弱形式及

其离散格式。文献 [3] 应用恒等逼近算子正则化方法

研究了一类变系数椭圆型方程，得到了该问题的稳

定数值解。文献 [4] 介绍了变系数椭圆型方程的一些

传统有限差分格式。文献 [5] 运用能量分析法，研究

了一类二阶椭圆型方程的初边值问题的差分格式解

的存在性、唯一性、收敛性、稳定性。文献 [6] 利用

混合有限元法求解变系数的椭圆型偏微分方程问题。

文献 [7] 给出了椭圆型偏微分方程基于紧致差分格式

的Richardson外推法，该团队还对离散奇异卷积方法、

紧致差分方法等进行了系列研究 [8-10]。文献 [11] 研
究了关于拟线性椭圆型方程 Dirichlet 边值问题解的

积分范数估计。文献 [12] 研究了带不连续系数的二

阶椭圆型方程二维边值问题的紧格式。文献 [13] 给
出了分数阶中子扩散方程有限差分方法的稳定性和

收敛性。文献 [14] 应用基于 Padé 逼近的算子分裂技

术，给出了二维变扩散系数方程的紧致交替方向隐

格式。文献 [15] 应用谱分析法，得到了具有 3 个奇

异系数和负参数的椭圆型方程第一边值问题的正则

解。文献 [16] 提出了用一阶分数阶卷积求积格式和

向后 Euler 交替方向隐式方法，研究具有弱奇异核的

三维非局部发展方程的数值解。文献 [17] 应用迎风

差分方法和向前、向后的欧拉方法，研究了二维一阶

变系数线性双曲型方程的初边值问题。

可以看出，已经有许多研究变系数椭圆型方程的

方法，并且关于谱方法、有限元方法、有限差分法求

解变系数椭圆方程的相关理论分析已经较为成熟，但

是目前并没有关于变系数椭圆型方程的外推格式的

理论分析，所以本文拟采用极值原理研究变系数椭圆

型方程的差分格式解的收敛性、稳定性，并进一步给

出Richardson外推法的理论分析，以实现精度的提高。

本文研究一类如下变系数椭圆型 Dirichlet 边值

问题：

 

               。                 （2）
式中：a(x, y)、b(x, y)、c(x, y)、d(x, y)、e(x, y)、f(x, y)
均为 x 和 y 的光滑函数，且 a(x, y) ≥ 0，b(x, y) ≥ 0，
c(x, y) ≥ 0，d(x, y) ≥ 0，e(x, y) ≥ 0；

  Ω为矩形区域，且 ；

  Γ为 Ω的边界。

2 差分格式

引理 1[1] 设 c、h 为给定常数，且 h>0。

I）如果函数 ，则有

    

II）如果函数 ，则有

 

将区间 [0, L1] 作 m1 等分，记

               h1=L1/m1，xi=ih1， 0≤i≤m1；

将区间 [0, L2] 作 m2 等分，记

              h2=L2/m2，xj=jh2，0 ≤ j ≤ m2。 
记结点如下：

，

，

，

。

并记： ，

    ，

    ，

    。

在结点（xi, yi）处考虑边值问题（1），有

    

（3）

        （4）

定义 Ωh 上的网格函数 ，其中

                 。 
由引理 1 得

（1）
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将上式整理后代入式（3）中，并注意到式（4），

可得

 

               （5）

                              （6）

略去小量项 R(xi, yi)，用 ui, j 代替 Ui, j，得到如下

差分格式：

             

（7）

                               （8）
局部截断误差 Ri, j 为

     

记

                    

          

                           （9）

3 差分格式理论分析

引理 2（极值原理） 设 为

Ωh 上的网格函数，记

        

当 满 足 vi，j ≥ 0, (i, j)∈ω 时， 如 果 有

∈ω，则有 。

证明 采 用 反 证 法。 设 ，

且 ，则一定存在 (i0, j0)∈ω，使得

，且 、 、 、 中至少有

一个的值严格小于 M。因此有

只要 h1 和 h2 充分小，可保证

和 均大于 0，这与假设矛盾，
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故假设不成立，引理证毕。

定理 1 差分格式存在唯一解。

证明 差分格式是线性的，考虑其齐次方程组

           

（10）

                    。                     （11）

设 ，则由式（11）可以得知，存在

(xi, yj)∈ω， 使 得 ， 且 、 、

、 中至少有一个严格小于M。考虑式（10）

中 (i, j)=(x0, y0) 的等式，有

      

将上式两边取绝对值，并约掉相同式子，可得

                          。

因为 ，所以与假设矛盾，故 M=0。

因而差分格式是唯一可解的。

定理 2 设 为差分格式式（7）

的解，则有

证 明 记 、 、

、 ，并定

义 Ωh 上的网格函数

   

所以有

   

定理证毕。

定理 3 （收敛性） 设 为定

解问题的解，设 为差分格式的解，则

有

证明 记 。将式

（3）和式（7）相减，得如下误差方程组：

   

                   

其中 。

应用定理 2，则有

       

定理证毕。

定理 4 （稳定性） 差分格式式（7）在下述

意义下的边界值和右端函数是稳定的：设 uij 为差分

格式

             

                      
的解，则有
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证明 假设在应用差分格式时，计算右端函

数 f(xi, yi) 有误差 fi，j，计算边界值有误差 φi，j。设

为差分格式

 

（12）

                                （13）

的解，记 ，将式（12）与

式（7）相减，得

  

                    
应用定理 2，可得

     

当 和 为小量时， 也

是小量，则称差分格式式（7）关于边界值和右端函

数是稳定的。

4 Richardson 外推法

设未知量的一个近似式为 p0(h)，当 h → 0 时，

有 p0(h)=p+αh2+O(h4)，用 h/2 代替 h，得

        ，

将上面两式进行线性组合，有

   

定理 5 设两点边值问题

     （14）

和

    （15）

存在光滑解，则有

    

证明 式（3）和式（4）可以写为

则差分格式的误差方程组为

                                                                          （16）
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对式（14）和（15）分别离散化，可得

                                                                          （17）
和

                                                                          （18）

记 。

将式（17）两边同乘以 h2
1，将式（18）两边同

乘以 h2
2，并将结果和式（16）相加，有

              

            
（19）

同理，可得

  
（20）

将式（20）两边同乘以 4/3，将式（19）两边同

乘以 1/3，并将所得结果相减，得

           

定理证毕。

5 数值算例

算例 1 应用差分格式式（7）计算如下问题：

   

   

                u(x, 0)=0, u(x, 1)=0, 0<x<2。

该问题的精确解为 。

将 [0, 2] 作 m1 等 分， 将 [0, 1] 作 m2 等 分，

用 Gauss-Seidel 迭代方法求解差分方程组，精确至

。

其中，不同步长所得数值解的最大误差为

        。

表 1 给出了算例 1 应用差分格式式（7）在取不

同步长时所得数值解的最大误差和误差阶，以及应用

外推算法在取不同步长时所得数值解的最大误差和

误差阶，分析表 1 中的数据可以得知，当取相同步长

时，应用外推差分格式算法得到的最大误差要比应用

差分格式式（7）所得的最大误差小很多，且其误差

阶也相应提高。

表 2 给出了 5 个结点处取不同步长时，所得数值

解和精确解的差的绝对值。

表 1 算例 1 的数值结果

Table 1 Numerical results of Example 1

算 法 (h1, h2) max E(h1, h2) Rate

差分格式

(1/8, 1/8) 2.243e-2 *

(1/16, 1/16) 5.629e-3 1.99

(1/32, 1/32) 1.412e-3 1.99

(1/64, 1/64) 3.533e-3 2.00

外推差分格式

(1/8, 1/8) 4.048e-5 *

(1/16, 1/16) 3.524e-6 3.52

(1/32, 1/32) 2.897e-7 3.60

表 2 算例 1 不同结点处的误差值

Table 2 Error values at different nodes of Example 1

(h1, h2) (1/2, 1/4) (1, 1/4) (3/2, 1/4) (1/2, 1/2) (1, 1/2)

(1/8, 1/8) 8.745e-3 1.443e-2 1.947e-2 9.958e-3 1.652e-2

(1/16, 1/16) 2.194e-3 3.614e-3 4.888e-3 2.502e-3 4.139e-3

(1/32, 1/32) 5.490e-4 9.037e-4 1.223e-3 6.263e-4 1.035e-3

(1/64, 1/64) 1.373e-4 2.260e-4 3.059e-4 1.566e-4 2.589e-4
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误差曲面在 y=1/2 处有最大误差。由图 1 可清晰地看到，随着剖分次数增多，步长

缩小，误差也不断缩小，且可直观地看到，在 x=3/2
左右的误差最大，这和表 2 结果相对应。

算例 2 应用差分格式式（7）计算如下问题：

   

    

该问题的精确解为 。

计算算例 2 得到表 3 和表 4 中的数据，并画出图

2 所示取不同步长时的误差曲面。

对表 1 和表 3 进行比较，可以发现在步长相同的

情况下，算例 2 的精度要比算例 1 的精度高，并且算

例 2 的误差阶从 2 阶提高到 4 阶，虽然两个算例的精

确解相似，但是受系数影响，最后得到的数据以及数

值解精度也不同。由表 4 可以发现，结点 (1, 1/2) 处
的误差比其他 4 个结点处的误差要大，所以图 2 所示

沈 欣，等　　一类变系数椭圆型 Dirichlet 边值问题的差分外推格式第 1 期

由表 2 可以看到，不同结点处的误差值也不同，

并且在结点 (3/2, 1/4) 处的误差值比在其他 4 个结点

处的误差值要大。

图 1 为算例 1 在不同步长下的误差曲面。

表 3 算例 2 的数值结果

Table 3 Numerical results of Example 2

算 法 (h1, h2) max E(h1, h2) Rate

差分格式

(1/ 8, 1/ 8) 1.742e-2 *

(1/16, 1/16) 4.891e-3 1.96

(1/32, 1/32) 1.122e-3 2.00

(1/64, 1/64) 2.806e-4 2.00

外推差分格式

(1/ 8, 1/ 8) 4.469e-5 *

(1/16, 1/16) 2.771e-6 4.01

(1/32, 1/32) 1.746e-7 3.99

表 4 算例 2 不同结点处的误差值

Table 4 Error values at different nodes of Example 2

(h1, h2) (1/2, 1/4) (1, 1/4) (3/2, 1/4) (1/2,1/2) (1,1/2)

(1/8, 1/8) 3.251e-4 1.474e-3 2.383e-3 3.944e-3 8.725e-3

(1/16, 1/16) 7.226e-5 3.573e-4 5.708e-4 9.856e-4 2.176e-3

(1/32, 1/32) 1.747e-5 8.862e-5 1.141e-4 2.463e-4 5.435e-4

(1/64, 1/64) 4.330e-6 2.211e-5 3.518e-5 6.158e-5 1.359e-4

            a）M=16，N=8                          b）M=32，N=16                            c）M=64，N=32                       d）M=128，N=64
图 2 算例 2 在不同步长下的误差曲面

Fig. 2 Error surface with different step lengths of Example 2

           a）M=16，N=8                               b）M=32，N=16                            c）M=64，N=32                        d）M=128，N=64
图 1 算例 1 在不同步长下的误差曲面

Fig. 1 Error surface with different step lengths of Example 1

算例 3 应用差分格式式（7）计算如下问题：

    

    

该问题的精确解为

           。

计算算例 3 得到表 5 和表 6 中的数据。
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从表 5 可发现，外推格式下所得到的误差阶并没

有如理论一样达到四阶，而是在三阶左右，这可能是

在对数据线性组合时边界附近的误差较大。所以选择

观察外推格式下不同结点处的误差值，并做出不同步

长下的误差曲面，如图 3 所示。

   

 

由图 3 可以发现，的确是在边界附近误差明显变
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大，从而影响了最后的误差阶。

6 结语

本文研究了一类变系数椭圆型方程 Dirichlet 边值

问题的差分格式，即应用五点差分法建立差分格式，

并证明了差分格式解的唯一性，再应用极值原理证明

了差分格式的稳定性和收敛性，最后应用 Richardson
外推法提高数值解的精度。本文通过计算 3 个不同的

数值算例，得到它们在取不同步长时的最大误差和在

不同结点处的误差，以及应用外推公式得到了提高精

度后的误差与误差阶。可以发现，虽然椭圆方程的系

数不同，在边界处的值也不同，但是应用差分格式计

算得到的数值结果都可以达到二阶，并且发现在将数

据线性组合后，边界附近的误差值要比其他内部结点

处的误差值大很多，从而影响了外推的精度，使外推

并不能如理论上能很好地达到四阶。所以，对于一些

本身差分格式就可以得到精度较高、误差较小的椭

圆方程，在进行外推时要格外注意边界附近的误差。

综合来看，对于大部分结点，外推还是可以显著提高

数值解的精度。
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