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摘 要：本文先利用积分区间中三个节点处的函数值和一、二阶导数值，构造了一具有9次代数精度数值积分公式。再给出该公式的复合公式和加速公式，对于每个新的数值积分公式都给出了误差分析，还给出加速数值积分公式的收敛阶(
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)。最后通过几个数值算例验证了这些公式高效性。
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Abstract: In this paper, A new numerical integration formula is constructed by using the function values, the first and second derivative values at three points in the integration interval. The new formula was verified with 9 degree algebraic precision. Then, extend it to the compound formula and improved formula. For each formula the error is analyzed and the convergence order of the improved formula is also given(
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引言
物理学中面对变力所做的功，液体的静压力，转动惯量，质量、质心等的计算问题都离不开定积分的计算。这些定积分通常使用牛顿-莱布尼兹公式计算。但是，在研究金融问题中，常有分布函数的计算，而这些分布函数通常是一些复杂函数的定积分；还有在信号处理、系统工程理论、科学与工程计算、小波分析等应用领域中将大量用到定积分的计算问题。这些定积分通常也存在如下一些困难：①被积函数没有完整的解析表达式，甚至常常是用函数表的形式给出；②被积函数没有初等原函数；③被积函数的解析式非常复杂，很难求出其原函数[1]。这些定积分无法用通常的牛顿-莱布尼兹公式来计算，只能通过数值求积公式来求数值解。数值积分方法是根据黎曼积分等相关数学原理，采用数值逼近的方法来近似计算定积分的值。通过借助电子计算机设备，好的数值积分公式可以快速高效地计算复杂的定积分。因而，构造一类高精度的数值求积公式，是非常有实际应用价值的。在受到文献[2-6]的启发后，本文利用一阶、二阶导数，来构造3个节点满足9个条件的一种新型数值积分公式，还验证了该公式具有9阶代数精度，并给出其复合公式和加速公式，对于每个公式将对其进行误差分析，最后通过几个典型的例子验证这些公式的高效性。
1 数值积分公式分析

首先，假设被积函数
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在积分区间
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上对应节点处的函数值和一、二阶导数值存在，
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在求积节点处对应的函数值，
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为对应一阶导数值，
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为对应二阶导数值。

由参考文献[4]得求积公式：
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由参考文献[2]得求积公式：
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仿照公式(1)和(2)，我们构造了求积公式(3)：
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将
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分别代入以上三种求积公式中，分别求得公式(1)具有5次代数精度，公式(2)具有7次代数精度，公式(3)具有5次代数精度。

通过对比分析，得到影响数值求积公式代数精度的几点结论：①增加积分区间中求积节点的个数可以提高公式的代数精度(参照公式(2)与(3))；②运用求积节点处二阶导数值所构造的求积公式相对来说比运用一阶导数值构造的公式代数精度更高(参照公式(1)与(2))；③无论是求积区间中求积节点的个数，或是求积节点处的导数值的是否加入都会对求积公式的代数精度产生影响；④一般来说，增加被积函数在已知点的信息量，相应地，所构造出的求积公式的代数精度也会随之提高。
构造数值积分公式既不能使被积函数在已知节点处信息量太多，使得所构造的公式计算量增加，也不能因使用被积函数的信息量太少，使得所构造的求积公式代数精度太低。本文利用求积区间中三个求积节点处的函数值、一阶和二阶导数值，共九个已知量，构造出一种新的高精度数值积分公式，且该公式的代数精度高于公式(1)-(3)。

2 新的高精度数值积分公式

通过上一小节的分析发现，如果想提高数值积分公式的代数精度，可以通过增加求积节点达到目标，例如文献[3]中构造的公式就是在公式(1)的基础上增加到四个求积节点，使得代数精度从5次提高到了7次。现通过增加一个节点对公式(3)进行改进，使其代数精度从5次提高到了9次。通过增加少量的节点，极大地提高数值积分公式的代数精度，相对来说还是很值得的。

2.1 数值积分公式的构造

为了误差分析，假设被积函数
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上足够光滑，设数值积分公式形式为：
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其中
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为待定参数，而
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为求积公式(4)的误差项。

现需确定公式(4)中的9个待定参数
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，使得求积公式具有尽可能高的代数精度。为此，令
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，即求积公式(4)对
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精确成立，由此得到一个9阶的线性方程组，并求解该线性方程组得：
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于是可以得到数值求积公式为：
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而且，
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时，该公式也精确成立，但 
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 时，该公式不成立。因此，公式(5)具有9次代数精度。为了估计上述公式的截断误差，需要用到广义皮亚诺(Peano)定理。

广义皮亚诺(Peano)定理[7]：设截断误差
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的代数精度为
[image: image30.wmf]m
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而
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是区间
[image: image35.wmf][

]

,

ab

上任意点，
[image: image36.wmf]x

在
[image: image37.wmf]01

,,,

m

xxx

L

与
[image: image38.wmf]x

之间。

由于公式(5)具有9次代数精度，再根据广义皮亚诺(Peano)定理，得误差：
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其中
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有关。

由积分中值定理，令
[image: image42.wmf](

)

1

xath

=++

，误差(6)式可化为：


[image: image43.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(10)

343

(10)

1

33

114

1

11

(10)

10!

         11

10!

         ,   <

130977000

b

a

f

Efxaxahxbdx

f

htttdt

h

fab

h

h

hh

-

=----

=+-

=-<

ò

ò

            (7)

2.2 数值积分公式的复合公式

由公式(7)可知，当
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的长度越大时，截断误差
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的绝对值也会增加，求积公式(5)的精度就会降低。为了控制误差，需减小
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的值，但是区间
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的长度不变的情况下，可以通过将区间
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剖分成多个子区间，每个子区间上应用公式(5)，从而达到减少
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提高求积公式精度的目标，也得到了公式(5)的复合公式。

将积分区间
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其中
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上应用公式(5)得：
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将上式整理得复合公式：
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复合公式(8)中，令
[image: image59.wmf]1

12

0

()

n

i

i

ba

Jfx

n

-

=

-

=

å

或
[image: image60.wmf]12221

11

(),()

nn

ii

ii

baba

JfxJfx

nn

-

==

--

==

åå

则它们都是
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的一个黎曼和。由定积分定义可知，当
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，则它们都是
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的一个黎曼和。由定积分定义可知，当
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综上可知，当
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所以复合公式(8)右端
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假设
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由误差式 (7)可知，复合求积公式的误差为：


[image: image82.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

11

10

11(10)

11

10

1

().

1309770002268240896000

n

ba

ba

Efnff

nn

hh

-

-

=-××=-

    (9)
其中，
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为了进一步提高复合求积公式(8)收敛速度，我们用外推法对公式(8)进行推导，得到加速数值积分公式。
2.3加速数值积分公式
将积分区间
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上分别应用公式(5)得：
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代入
[image: image95.wmf]2
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得：
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将上式合并化简得：
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由误差式(9)可得公式(10)的误差为：
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其中，
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上式右端记为：
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公式(12)为加速数值积分公式。该公式的收敛速度要快于复合公式(8)。
下面给出加速数值积分公式(12)的误差项。

设
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即：
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。所以
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更好地接近于
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的近似值，这从理论上证明了加速公式(12)的收敛性。由公式(9)和(11)，其误差为：
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对于上述的误差进行估计，有如下结论：

定理1 设函数
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则公式(12)有误差估计式：
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即说明收敛阶至少
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3 数值实验

为了比较所构造的数值积分公式(5)、(8)、(12)的高效性，下面给出几个具有代表性的数值算例。在以下算例中，规定计算误差为近似值与准确值之差的绝对值。
算例1 计算
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积分的精确值：
[image: image123.wmf]0.785 398 163 397 448 309 615 660.
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公式(5)：近似值为 
[image: image124.wmf]0.785 398 412 698 412 698 412 698.


计算误差为 
[image: image125.wmf]7
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表1 算例1的数值结果

	剖分数
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	公式(8)
	公式(12)
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[image: image128.wmf]2

0.785 398 166 151 925 124 499

n

I

=

%



	
[image: image129.wmf]2

n

=


	
[image: image130.wmf]0.785 398 166 392 693 178 770

n

I

=


	
[image: image131.wmf]2

0.785 398 163 394 491 272 742

n

I

=

%



	
[image: image132.wmf]3

n

=


	
[image: image133.wmf]0.785 398 163 402 431 263 371

n

I

=


	
[image: image134.wmf]2

0.785 398 163 397 442 741 133

n

I

=

%



	
[image: image135.wmf]4

n

=


	
[image: image136.wmf]0.785 398 163 397 419 204 291

n

I

=


	
[image: image137.wmf]2

0.785 398 163 397 448 298 695

n

I

=

%



	
[image: image138.wmf]5

n

=


	
[image: image139.wmf]0.785 398 163 397 444 028 654

n

I

=


	
[image: image140.wmf]2

0.785 398 163 397 448 309 560

n

I

=

%



	
[image: image141.wmf]6

n

=


	
[image: image142.wmf]0.785 398 163 397 447 612 736

n

I

=


	
[image: image143.wmf]2

0.785 398 163 397 448 309 618

n

I

=

%



	
[image: image144.wmf]8

n

=


	
[image: image145.wmf]0.785 398 163 397 448 270 283

n

I

=


	
[image: image146.wmf]2

0.785 398 163 397 448 309 615

n

I

=

%




表2 算例1的计算误差

	剖分数
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	公式(8)
	公式(12)
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	公式(5)的计算结果
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表1和表2的结果可以看出，本文所构造的新型数值积分公式的复合公式(8)比其在单区间上的公式(5)收敛速度要快很多，并且随着剖分数的增加，其计算精度越来越高。同时，数值积分公式的加速公式(12)的收敛速度远远快于复合公式(8)，这恰恰从实际计算方面验证了外推法的有效性。
算例2 计算
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积分的精确值为：
[image: image169.wmf]0.841 470 984 807 896 506 653.

I

=

 

公式(5)：近似值为 
[image: image170.wmf]0.841 470 984 804 645 795 230.

 

计算误差为 
[image: image171.wmf]12

3.250 71110.
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表3 算例2的数值结果

	剖分数
[image: image172.wmf]n


	公式(8)
	公式(12)
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	公式(5)的计算结果
	
[image: image174.wmf]2

0.841 470 984 807 896 591 267

n

I

=

%



	
[image: image175.wmf]2

n

=


	
[image: image176.wmf]0.841 470 984 807 893 416 696

n

I

=


	
[image: image177.wmf]2

0.841 470 984 807 896 515 014

n

I

=

%



	
[image: image178.wmf]3

n

=


	
[image: image179.wmf]0.841 470 984 807 896 467 441

n

I

=


	
[image: image180.wmf]2

0.841 470 984 807 896 509 285

n

I

=

%



	
[image: image181.wmf]4

n

=


	
[image: image182.wmf]0.841 470 984 807 896 503 655

n

I

=


	
[image: image183.wmf]2

0.841 470 984 807 896 506 653

n

I

=

%




表4 算例2的计算误差

	剖分数
[image: image184.wmf]n


	公式(8)
	公式(12)
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	公式(5)的计算结果
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从表3和表4的结果同样可以得出相同于算例1的相关结论，不同点在于：对于这种光滑性很好的函数来说，本文所构造的新型数值积分公式有很好的适用性，从上表结果可以看出，只需剖分一次(
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)，其复合公式(8)就具有数量级为
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的计算误差。
算例3 计算
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积分的精确值：
[image: image199.wmf]0.946 083 070 367 183 014 941 353 313
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公式(5)：近似值为 
[image: image200.wmf]0.946 083 070 366 880 948 675 586 426


计算误差为 
[image: image201.wmf]13
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表5 算例3的数值结果

	剖分数
[image: image202.wmf]n


	公式(8)
	公式(12)
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	公式(5)的计算结果
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表6 算例3的计算误差

	剖分数
[image: image210.wmf]n


	公式(8)
	公式(12)
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	公式(5)的计算结果
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综上所述：上述数值计算结果表明本文所构造的数值积分公式(5)、(8)、(12)精度都较高，加速公式(12)收敛速度远远快于复合公式(8)，复合公式(8)收敛速度快于公式(5)，公式(5)是直接积分公式，其结果误差至少达到
[image: image216.wmf]7
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，表明精度已经能满足通常需要。
4 对比分析

从计算精度角度比较：(注：下述表格中0表示误差极小，几乎接近于0)
表7 不同公式在算例1中计算误差比较

	文献[2]中公式
	计算误差
	本文公式
	计算误差

	公式(2)
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	公式(5)
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	(2)的复合公式[2]
(n=2)
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	复合公式(8)
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表8 不同公式在算例2中计算误差比较

	文献[3]中公式
	计算误差
	本文公式
	计算误差

	复合公式(4)[3]
(n=2)
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	复合公式(8)
(n=2)
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	复合公式(4)[3]
(n=4)
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	复合公式(8)
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表9 不同公式在算例3中计算误差比较

	文[2][3]中公式
	计算误差
	本文公式
	计算误差

	公式(2)
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	公式(5)
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	(2)的复合公式[2]
(n=2)
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	复合公式(8)
(n=2)
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	(2)的复合公式[2]
(n=4)
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	复合公式(8)
(n=4)
	0

	(2)的复合公式[2]
(n=8)
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(n=8)
	0

	文[3]中复合公式
(n=2)
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	文[3]中复合公式

(n=4)
	
[image: image233.wmf]-12

9.990 00910
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[3]
	复合公式(8)
(n=4)
	0

	文[3]中加速公式
(n=2)
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[3]
	加速公式(12)
(n=2)
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从表7、表8、表9的对比结果可知：本文构造的新型数值积分公式(5)、(8)、(12)的计算精度远高于这些文献中已有的数值积分公式的计算精度。

从代数精度角度比较：文献[2]中数值积分公式的代数精度为7次[2]，文献[3]中数值积分公式的代数精度也为7次[3]，文献[4]中数值积分公式的代数精度为5次[4]，文献[5]中数值积分公式的代数精度为7次[5]，而本文所构造的数值积分公式(5)的代数精度为9次，远高于这些文献中已有的数值积分公式的代数精度。
从加速公式的收敛速度(收敛阶)角度比较：文献[2]中加速公式的收敛阶为
[image: image236.wmf]8
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 [2]，文献[3]中加速公式的收敛阶同样为
[image: image237.wmf]8
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 [3]，文献[4]中加速公式的收敛阶为
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 [4]，文献[5]中加速公式的收敛阶为
[image: image239.wmf]8
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 [5]，而本文所构造的数值积分公式的加速公式(12)的收敛阶为
[image: image240.wmf]10
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，远高于这些文献中已有的数值积分公式的加速公式的收敛阶，即本文所构造的加速公式收敛速度更快。

综上，无论从计算精度、代数精度、收敛速度(收敛阶)哪个角度比较，本文所构造的数值积分公式都明显优于其他公式。
5 结论

数值积分是用数值逼近的方法近似计算一个积分的数值结果。无论在数学领域，还是在工程应用领域等，数值积分都占有极其重要的地位。

本文通过分析和推导一些带有导数值的数值积分公式，构造了具有更高代数精度的数值积分公式。并通过复合和外推法给出对应的复合公式和加速公式，对于每个公式也都进行了误差分析，得出对应的误差估计式。最后通过几个经典的数值算例验证公式的高效性。
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