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摘　要：研究了电力系统时滞相关鲁棒稳定性问题。首先，建立了考虑系统时滞的电力系统模型；然后，

通过构造时滞乘积增广型 Lyapunov-Krasovskii 泛函，并应用自由矩阵积分不等式方法，对泛函导数进行界定，

得到了低保守性的稳定新判据；最后，通过单机无穷大系统、4 机 11 节点系统和典型二阶系统验证了所提

方法的有效性。
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1 研究背景

随着电力市场化改革的不断深入和电力工业的

飞速发展，我国电力行业呈现出大容量、超高压、远

距离、分布式的发展特点，依靠传统的局部反馈控制

策略已无法满足当今我国现代电网安全稳定运行的

需要。因此，借助广域通信网络来对电力系统进行控

制与监测已成为一种必然趋势 [1]。近年来，广域测量

系统（wide-area measurement system，WAMS）的提

出，极大推动了我国现代电网全局控制和分布式同步

测量技术的发展。它的应用为电力系统的全局动态实

时监测提供了条件，使广域互联电网的安全稳定运行

和控制有了新机遇 [2]。然而，在广域通信网络中，信

息的传输是远距离、大数据的，在信息采集、交换与

数据处理过程中，不可避免地存在通信延迟现象 [3]，

现有大量研究表明，这种通信延迟会在一定程度上使

控制器的性能下降，甚至导致系统崩溃，给社会带来

重大负面影响 [4]。因此，对电力系统时滞相关稳定性

问题进行研究，具重要研究价值和现实意义 [5]。

目前时滞系统稳定性分析的主要方法是时域法，

它是由 Lyapunov 直接法演变而来，相比频域法，时

域法在分析系统中含不确定参数时有明显优势。基于

时域分析方法，目前常采用 Lyapunov-Krasovskii 泛
函（LKF）和线性矩阵不等式（LMI）相结合的框架 [6]。

凸优化方法为 LMI 求解提供了方便，从而使得时域

法得到了更长足的发展 [7]。基于 LKF 建立时滞相关

稳定性判据时，泛函导数中不可避免地存在二次型

积分项，界定这类二次型积分项是建立时滞相关稳

定判据面临的主要困难。目前主要有自由权矩阵法 [8]

和积分不等式法 [9-10] 两种主流处理方法，而积分不

等式法的决策变量较少，所以求解速度更快。

常用的积分不等式有 Jessen 不等式 [11]、Wirtinger
不等式 [10]、Bessel-Legendre 不等式 [12]、自由矩阵积

分不等式 [9, 13]。尽管 Bessel-Legendre 不等式在界定

二次型积分项时具有较小的保守性，但是在处理时变

时滞时会产生逆凸问题，导致所得结论仍具有一定的

保守性。相比之下，采用自由矩阵积分不等式界定这

类二次型积分项时可避免逆凸问题，因而可以进一步

降低保守性。

针对电力系统时滞相关稳定性问题，文献 [14]
提出一种基于 Lyapunov 理论的电力系统时滞相关稳

定分析方法，该方法在泛函求导过程中，通过引入必

要的松散项降低所得结论的保守性。文献 [15] 在文

献 [14]的基础上，考虑了系统中含不确定性参数问题，

并利用 Schur 补引理对含不确定性的扰动项进行了变

换，从而分析了含不确定性扰动的单一和双时滞情况

下的电力系统稳定性问题。虽然文献 [15] 中的方法

能够适用于多时滞电力系统，但是在建立系统稳定判

据时，该方法的运算效率较低，而且会使系统存在

较大的保守性，所以还有进一步研究和改进的空间。

文献 [16] 采用改进自由权矩阵方法对电力系统时滞

相关稳定问题进行研究，建立了新的稳定判据，在一

定程度上降低了结果的保守性，但是由于较多自由变

量的引入，依然使得系统运算效率较低。文献 [17] 优
化了自由变量的引入数量，改进型判据提高了运算效

率，却忽略了时滞导数及时变时滞可微性对系统稳定

性的影响。在以上方法中，因为泛函的选取和解析过

程相对简单，没有充分利用泛函各状态向量之间的关

系，从而造成结论存在一定的保守性。因此，如何有

效降低系统的保守性与提高运算效率，还有待学者们

的进一步研究。

本文在以上研究的基础上，通过构建时滞乘积增

广型 LKF，充分利用各状态向量之间的关系，并结

合广义自由矩阵积分不等式方法对泛函导数进行有

效界定，使计算值接近于理论值，从而得出一个具有

更低保守性的稳定性准则。

本文主要贡献包括：

1）在构建 LKF 时，对增广向量 ηa(t, s) 和 ηb(t, s) 中
的状态信息进行了扩充，同时，在泛函求导过程中引

入了零等式，从而在很大程度上改善了系统的保守性。

2）构造的 LKF 中包含了

和 两个时滞乘积项，因此，矩
阵 U1 和矩阵 U2 与时滞 h(t) 有关，它能够捕获到

更多的与时滞有关的状态信息。同时，因状态向

量 ξ(t) 中 、 、

和 的引入，能避

免在泛函求导过程中出现与时滞 h(t) 有关的二次项，

有利于利用 Matlab 中的 LMI 工具箱进行求解。

3）推导出一个能降低系统保守性的时滞相关稳

定新判据。

本文最后借助电力系统中的单机无穷大系统、4
机 11 节点系统和典型二阶系统的数值实例进行实验

仿真，得出实验结果，并将实验结果与已有文献的研

究结果进行对比，以充分验证本文所提方法的有效性

与优越性。

全文标号：Rn×m 与 Rn 分别为实数域的 n×m 阶

矩阵空间与n维向量空间；Sn×n为n×n的实对称矩阵；
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N 为正整数；上标 T 为矩阵转置；上标 -1 为矩阵

的逆；* 为对称矩阵中的对称项；I 和 0 分别为合适

维度的单位矩阵和零矩阵；diag{…} 为块对角矩阵；

P>0 意味着 P 为正定对称矩阵；Sym{X}=X+XT。

2 系统模型构建

本文考虑通信延迟环节的单机无穷大系统，其

结构框图如图 1 所示，其中，G 为发电机组，T1、T2

为变压器，L 为两条并联输电线。

对单机无穷大系统发电机组进行简化处理，用如

下三阶微分方程表示发电机的动态模型：

                              ，                              （1）
式中：δ为发电机功角；ω为角速度；ωB 为系统额

定角速度，且 ωB=2πf0，其中 f0 为基准频率。

                   ，                   （2）
式中：M 为惯性时间常数；D 为阻尼系数；PT 为输

出机械功率；PG 为发电机输出电磁功率。

            ，             （3）

式中： 为发电机定子时间常数； 为 q 轴电抗后

暂态电势；Efd 为励磁电势；xd 为发电机稳态电抗；

为发电机暂态电抗；Id 为纵轴输出电流。

                     ，                  （4）

式中：Iq 为 q 轴输出电流；Vs 为无穷大母线端电压；

xe 为线路电抗；xq 为 q 轴同步电抗。

              ，              （5）

   。  （6）

将式（5）代入式（3）可得：

      ，      （7）

则发电机的机端电压方程为

。（8）

假设系统的稳定平衡点为 ，在

此平衡点处进行线性化处理，可得如下线性方程：

，（9）

式中： ；

                          ；

其中， ，

            ，

            ，

            ；

且 为平衡点 q 轴电抗后暂态电势。

为了保持系统稳定，采用自动电压调节（automatic 
voltage regulator，AVR）励磁控制器进行控制，因系

统中存在通信延迟现象，所以励磁系统的状态方程

如下：

。    （10）

式中：TA 为 AVR 时间常数；Efd0 为励磁控制输出参

考值；KA 为 AVR 控制增益；Vref 为机端电压参考值。

结合系统（9）和控制器方程（10），可得如下

考虑通信延迟的电力系统状态方程： 

             （11）

式中：A、Ad 均为系统矩阵；x(t)∈Rn 为状态向量；

h(t) 为满足时滞约束条件 0 ≤ h(t) ≤ h、

的连续时变时滞函数； 为 t∈[-h, 0] 区间上的连
续初始条件，且：

 ，

 ，

 ，

其中，

 
，

 。

由于实际电力系统在运行过程中会不断遭受外

图 1 单机无穷大系统结构框图

Fig. 1 Single-machine infinite system structure diagram
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界的扰动，而上述状态方程只是理想运行状态下的情

况，所以实际运行状态下的时滞电力系统状态方程构

建如下：

       

                                                                                  （12）
式中：ΔA、ΔAd 为系统中的参数扰动项，并且满足

形 式 [ΔA ΔAd]=W1F0[Ea Eb]， 其 中 Ea、Eb 与 W1

是已知维数的常数矩阵，F0 为变化矩阵，并且满足

F0
TF0 ≤ I。

3 稳定新判据

3.1 主要引理

为得出本文新判据，需要用到以下引理。

引理 1[13] 给定 N∈N， 和连续可微函数

，其中 在 [a, b] → Rn 区间上，关于任意矩阵
Z∈Rn×n>0，M∈R(N+1)n×m，有以下不等式成立。

 。

                                                                                  （13）
式中：

  

  ；

  

  

  

引理 2[18] 给定矩阵 H、F(t) 和 E，当 F(t) 满足

关系式 FT(t)F(t) ≤ I 时，则存在标量 ε，使得以下等

式成立：

      。

3.2 主要结论

本文应用时滞乘积增广型 Lyapunov-Krasovskii
泛函和广义自由矩阵积分不等式方法，推导出一个具

有更低保守性的时滞电力系统稳定新判据。为了便于

表述，定义如下向量和矩阵：
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，i=1, 2, …,13。

接下来，本文推出以下稳定新判据：

定理 1 给定任意标量 h、ε>0，若存在正定对称

矩阵 W∈S6n×6n，P1、P2∈S4n×4n，U1、U2∈S7n×7n，R1、

R2∈Sn×n 和 任 意 实 矩 阵 N1、N2∈R13n×3n、S1、S2、

S3、S4∈R13n×n，在满足时滞约束条件 0 ≤ h(t) ≤ h，

的情况下，有不等式（14）和（15）成立，

则系统（11）是渐近稳定的。

                    （14）

                    （15）

式中： 且

    

其中，
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证明 选取如下 Lyapunov-Krasovskii 泛函 

  

当矩阵满足 W>0、U1>0、U2>0、P1>0、P2>0、R1>0、
R2>0 时，该泛函正定，即 V(xt)>0 成立。

沿着系统轨迹方程对 V(xt) 进行求导运算， 可得：

应用引理 1，式（17）最后两个积分不等式可以

转化为

式中，

     

接下来，给定任意矩阵 S1、S2、S3、S4∈R13n×n，

并结合 ξ(t) 中的状态向量，可得到以下 4 个零等式：

       ，         （19）

          ，      （20）

       ，           （21）

  。     （22）

将零等式（19）~（22）的左边加到 中，并

应用不等式（18）可得：

   。

在满足约束条件 0 ≤ h(t) ≤ h、 时，

若 ，则系统（11）渐近稳定。

由 Schur 补引理可知， 等

价于等式（14）与（15），所以证明结束。

对于具有不确定性参数的电力系统模型，只

需将无扰动项的系统矩阵 A、Ad 用 A+W1F0Ea、

Ad+W1F0Eb 代替，然后应用引理 2 处理即可。

4 实例分析

4.1 单机无穷大系统

为验证本文提出方法的有效性，先将本文方法应

用于电力系统的单机无穷大系统模型中，系统状态矩

阵 A、Ad 中标称参数取值见表 1。

根据表 1 中给定的标称参数值，可以得出系统状

态矩阵 A、Ad 分别如下：

表 1 系统矩阵中的标称参数

Table 1 Nominal parameters in the system matrix

参数 xd xd′ xq Eq0′ Td0′ δ0 ωB

取值 1.0 0.4 0.4 1.249 2 10 46.094 376.99

参数 M KA TA Vs Vref D xe

取值 10 180 1.0 1.0 1.05 7.0 0.5
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假设励磁放大系数的扰动量为 r，整定值为 KA，

则系统在此扰动下的实际系数为 。

为了分析扰动量 r 对系统稳定性产生的影响，系

统参数的不确定性可被视为

      ，Ea=0， 。

表 2 列出了应用本文方法，当扰动量 r 取不同值

时，系统方程（12）保持渐近稳定的时滞稳定裕度

hmax。

表 2 中的实验结果表明：在单机无穷大系统中，

应用本文定理，当给定不同扰动量 r 时，得出的系统

时滞稳定裕度 hmax 不同，且随扰动量 r 取值的增大呈

减小趋势。同时，将本文方法得出的实验数据与其它

文献中的数据进行对比后发现，应用本文定理计算出

的系统时滞稳定裕度 hmax 明显大于其它文献的对应

值，图 2 进一步阐明了以上结论。

4.2 4 机 11 节点系统

为进一步验证本文方法的优越性，将定理 1 用于

图 3 所示 4 机 11 节点系统中进行分析。

根据文献 [19] 中的模态分析方法，降阶后的系

统状态矩阵 A 和时滞矩阵 Ad 分别如下：

对比表 3 中的实验仿真结果得出：应用本文定理

1求解出的系统时滞稳定裕度 hmax 明显优于其它文献，

即验证了本文方法相比其它文献的优越性。

4.3 典型二阶系统

为了进一步验证本文方法在改善系统保守性方

面的优势，借助两个典型二阶实例进行实验仿真。

典型二阶实例系统状态矩阵如下：

例 1 。

例 2 。

借助 Matlab 进行实验仿真，通过给定不同时滞

变化率 μ值，计算出系统的时滞稳定裕度 hmax，所得

结果见表 4 和 5，表 4 中还列出了其它文献所提方法

的变量数（number of decision variables，NDVs）。

图 2 通过改变 r 获得的不同判据下系统时滞稳定裕度 hmax

Fig. 2 Time delay stability margin hmax by changing r 
obtained by different criteria

图 3 4 机 11 节点系统

Fig. 3 4-generator 11-bus power system

表 3 不同判据求得的系统时滞稳定裕度 hmax

Table 3 Time delay stability margin hmax obtained by 
different criteria

判据 本文方法 文献 [20] 文献 [19] 文献 [5]

h/s 0.447 5 0.328 0.288 0.195

表 2 不同 r 情况下的系统时滞稳定裕度 hmax

Table 2 Time delay stability margin hmax under 
different r conditions

r 本文方法 文献 [17] 文献 [15] r 本文方法 文献 [17] 文献 [15]

0.5 0.065 1 0.058 7 0.057 0 5.0 0.061 6 0.045 7 0.039 7

1.0 0.064 7 0.057 6 0.055 2 6.0 0.060 9 0.044 4 0.035 3

1.5 0.064 3 0.055 7 0.053 4 7.0 0.060 1 0.041 7 0.030 7

2.0 0.064 0 0.054 5 0.051 6 8.0 0.059 4 0.039 2 0.026 3

2.5 0.063 6 0.053 3 0.049 7 9.0 0.058 6 0.036 3 0.022 0

4.0 0.062 4 0.047 9 0.043 9 10.0 0.057 8 0.034 3 0.018 0
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观察表 4、表 5 中的实验结果后发现：应用本文

方法能使系统的保守性得到较大改善，但是本文方

法牵涉的决策变量较多，计算复杂度相应增大。其

中，本文仿真结果得到改善的主要原因由 Lyapunov-

Krasovskii 泛 函 中 时 滞 乘 积 项 和

的建立、零等式的引入以及泛

函中增广向量 ηa(t, s) 和 ηb(t, s) 中包含更多状态信息

3 个方面决定的。通过以上实验仿真，充分说明了本

文方法在改善系统保守性方面具有良好的优势。

5 结语

本文主要针对电力系统中模型进行分析，通过构

建时滞乘积增广型 Lyapunov-Krasovskii 泛函、充分

利用泛函中各状态向量之间的关系，在泛函求导过程

中通过引入零等式，并应用自由矩阵积分不等式方法

对泛函导数进行界定，得到了更小保守性的时滞相关

稳定新判据。并将所提判据应用于单机无穷大系统、

4 机 11 节点系统和典型二阶系统的稳定性分析，计

算结果表明，本文所提方法具有更小的保守性。
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