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基于二次函数负定判据的 LFC 系统稳定性分析
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摘　要：基于改进的二次积分不等式和二次多项式不等式建立的稳定性条件，研究了基于负荷频率控制

（LFC）的时滞电力系统稳定性问题。首先，搭建了包含 PI 参数的负荷频率时滞系统数学模型；然后，通

过引入增广的 Lyapunov-Krasovskii 泛函，利用近年改进的二次积分不等式和二次多项式不等式的充分条件，

成功导出了具有时变时滞的系统稳定性判据；最后，通过负荷频率系统模型的实例仿真，验证了所得稳定性

判据优于现有的一些计算结果。
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Abstract：A research has been conducted on the stability problem of time-delay power systems based on load 
frequency control (LFC) by establishing stability conditions on the basis of improved quadratic integral inequality and 
quadratic polynomial inequality. Firstly, a mathematical model is constructed of a load frequency delay system with PI 
parameters. Then, by introducing an augmented Lyapunov-Krasovskii functional and utilizing the sufficient conditions 
of the improved quadratic integral inequality and quadratic polynomial inequality in recent years, a stability criterion for 
systems with time-varying delays can be successfully derived. Finally, through the simulation of a load frequency system 
model, it is verified that the obtained stability criterion is superior in performance to some existing calculation results.
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1 研究背景

近年来，现代电力系统趋向于规模化和复杂化发

展，电网规模不断扩大，输变电容量和电压等级不断

提高，以往的控制方式不足以处理用电量的变化来

提高电网供电能力 [1]。从以往数十年的电网停电事故

中，可以得知电网不稳定将会造成巨额经济损失，故

如何使电力系统安全稳定地运行已成为电力系统领

域科研人员关注的焦点。在众多衡量电网平稳运行和

供电质量的标准中，频率是最重要的指标之一。因此，
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通过接收电网中的频率变化信息来控制发电机的功

率输出，使得电网频率能够维持在一定范围内小幅度

波动，实现负荷频率控制（load frequency control，
LFC），在电网稳定工作方面变得尤为重要 [2]。近几

年，LFC 被广泛应用于广域互联系统也佐证了这一点。

而随着控制技术的进步和用电负荷的不断增加，LFC
也面临着新的问题——时滞现象。LFC 中的时滞现象，

指的是在全局监察电力系统时，检测及控制信号在传

输通道中的延时。若这两种信号传送不及时，会降

低 LFC 的控制效果，使电力系统稳定性下降。因此，

研究 LFC 的重点之一，是如何提高保证电网运行稳

定的最大时滞稳定裕度 [3]。

时滞是现实系统中常见的一种自然现象，时滞系

统被称为包含后效或延时、微分 - 差分方程的系统，

本质上属于一类无限维系统，是一种复杂且难以解决

的系统 [4]。时滞系统的一个显著特征是：未来的演变

不仅取决于当前状态，还取决于过去的状态 [5]。时滞

广泛存在于实际系统中，如网络控制系统 [6]、化学工

程实验、风力发电 [7] 等，由于信息延迟与系统工作

不匹配，大多数时滞会对系统产生不稳定的影响，降

低系统性能。因此，解决时滞系统的稳定性问题成为

近几十年来的重要研究目标，且已经取得重大突破。

时滞系统的稳定性分析是一个基本问题，其中一个

主要目标是确定维持系统稳定所需的时滞稳定裕度，

由此得到的时滞稳定裕度将成为评估系统保守性的

标准 [8]。时滞系统的稳定性分析通常采用两种方法：

频域法和时域法。频域法是研究控制系统的一个经典

方法，也是最早使用的工程方法之一。该方法的步骤

是计算特征方程的根，并根据根的分布情况判断系

统稳定性。然而，该方法在具有时变时滞系统情况

下具有一定的局限性，无法进行计算，因此较少使

用。目前，时域方法更为常用，其步骤是通过构建

Lyapunov-Krasovskii 泛函（LKF），并使用各种积分

不等式对泛函进行放缩处理等，然后使用判定方法得

到稳定性判据 [9]。经过多年的研究和讨论，LKF 方

法被证明是研究时滞系统稳定性的有力工具。时域方

法的关键在于两个方面：如何选择合适的 LKF 和估

计 LKF 导数。在选择 LKF 方面，可以发现增广 LKF
能够引入更多延迟状态信息，从而明显减小稳定性条

件的保守性。在此创新的推动下，已经构建了许多

LKF，如文献 [10]。关于处理 LKF 的导数方面，也

提出了几种积分不等式，如贝塞尔 - 勒让德不等式 [11]、

二重积分不等式和三重积分不等式 [12]。积分不等式

可以直接估计积分项，因此在时滞系统的稳定性分析

中起重要作用。至于将时滞应用于 LFC 系统，近年

也获得了许多成果，文献 [13] 研究了电动汽车单区

负荷变频控制系统的时滞稳定性问题，提出了电动汽

车 LFC 系统的基于模型重构技术的模型和考虑电荷

状态的参数不确定模型。

本文基于改进的二次积分不等式和二次多项式

不等式建立的稳定性条件，分析了 LFC 系统中时变

时滞的稳定性问题。利用基于 Wirtinger 不等式改进

的二重积分不等式，发现这种改进后的不等式比一些

现有的不等式提供了更紧的约束性。然后构造了一个

包含二次积分项的 LKF。使用改进的二次积分不等

式，结合二阶贝塞尔 - 勒让德不等式，导出了时变

时滞稳定性的充分判据。最后，通过 Matlab 仿真实验，

分析了不同时滞情况下系统所能达到的时滞最大上

界，验证了时变时滞情况下本文方法的优越性。

本文中， 为 n×m 实矩阵集合； 为 n×n
实对称矩阵集合； 为 n×n 实对称正定矩阵集合； 
diag{…} 为块对角矩阵；col{…} 为列向量；sym{A}
为 A+AT。

2 系统描述与引理

2.1 系统模型

LFC 的基本原理与大多数控制系统并无不同，

即接收到电网负荷侧的频率信息转化的信号后，通过

设计好的控制器，控制供电侧发电机组的工作功率以

影响供电输出，使得电网频率变为负荷侧需要的区

间。因为实际上的 LFC 系统非常复杂，建模难以实现，

所以一般用减弱了非线性化又能体现出与频率有关

过程的简单模型，如图 1 所示。

图 1 所示 LFC 模型含发电机 - 负荷、原动机、

调速系统、时滞、辅助 LFC 模型等模块 [14]。图中 β
为频率偏差因子，且 β=1/R+D，其中 R 为调速器速

度跌落系数；D 为发电机阻尼系数；ACE 为区域控

制 误 差， 且 ACE(s)=βΔf(s)；GK(s) 为 辅 助 LFC 控 制

器模型，实际电网在此环节大多用 PI 控制，故此模

块传递函数为 ；e-sτ 为描

述时滞给系统带来干扰的指数函数，其中 τ 为时滞程

图 1 考虑时滞的 LFC 结构框图

Fig. 1 LFC structure diagram considering 
the time delay
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度参数；ΔPc 为系统控制信号；TG 为机组调速器惯性

时间常数；TT 为汽轮机惯性时间常数；ΔPm 为 机械

功率变化量；ΔPd 为电网负荷变化量；M 为发电机转

动惯量；Δf 为系统频率变化量 [15]。

根据图 1 选择的状态变量及输出变量如下：

               

由上式可得如下 LFC 系统状态空间模型：

             （1）

式中： ；

设计的 PID 控制器计算式为

      。          （2）

假定 LFC 系统的虚拟状态变量和输出变量如下：

因为 CB=0，所以式（1）和式（2）转化为如下静态

输出反馈控制系统：

式中：

以上各式可继续整合简化为

 。       （3）

式中： 。

假定上式正常运行时的平衡点为 x*(t)，则满足

  。        （4）

用式（3）减去式（4）得：

         。

式中：

故本研究的含时滞 LFC 系统模型可描述为

                     （5）

式中： 为系统状态向量； 为定义在 [-h, 
0] 上的初始条件；τ(t) 为时变时滞，满足以下条件

          。

2.2 相关引理

为了给出本文的稳定性判据，给出如下引理。

引理 1[16] 给定矩阵 ，α、β是 α<β的标量，

有如下不等式成立：

   。（6）

式中： ；

          
（7）

引理 2[17] 给定矩阵 ，α、β是 α<β 的标量，

有如下不等式成立： 

    
（8）

引理 3[18] 给定矩阵 ，α、β是 α<β的标量，

有如下不等式成立：

  

        近年提出了如下二次矩阵不等式的负定引理。

  引理 4[19] 设 是正定的，且 α∈(0, 1)。

如果存在对称矩阵 和 使得

    ，

（9）
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则有下列不等式成立：

   

其中 。

引理 5[20] 设 ， 此 函 数 中

，Ι 为单位矩阵， ，当且仅当

存在 和 且 F 为反对称矩阵时，满足

以下矩阵不等式：

      

（10）

则 f(t)<0。

3 稳定性分析

为便于接下来的推导证明，给出如下时变时滞系

统的符号及其定义：

（11）

定理 1 给 定 常 数 h ≥ 0，μ1, μ2， 存 在 矩 阵

（i, j=1, 2）和反对称矩阵 F1、F2，有如下线性矩阵

不等式

                  （12）

          
（13）

成立，则系统稳定。

式中：

其中 ；
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证明 构建如下新的泛函：

对 V(t) 求导，可得：

   

其中：

  基于引理 1 对 ε1 进行简单处理，得：

 

                                                                                  （17）

基于引理 2 对 ε2　进行处理，得：

因此可以简写为

。（18）

基于定理 3，对 ε3 进行处理，得：

          
（19）

将式（17）~（19）进行整理得：

然后根据引理 4 对式（20）进行处理，如果满足则：

（14）

  （16）

（20）
（15）
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将式（15）和（21）归总可得：

若式（12）（13）成立，则表示：

  ，

则有 <0，证明完毕。

4 仿真实例

根据文献 [17] 中的 LFC 系统参数（即 D=1.0、

R=0.05、TG=0.1、M=10、TT=0.3），代入构建的系统

矩阵中，最后由 Matlab 软件仿真，分析不同时滞情

况（定常时滞 μ=0，时变时滞 μ=0.5）、不同 PI 取值

对 LFC 系统稳定性间的联系，仿真结果见表 1 和 2。

（21）

表 1 不同增益（KP, KI）下的最大时滞上界 h（μ=0）

Table 1 Maximum time delay upper bound h (μ=0) for different gains (KP, KI)

KP

KI

0.1 0.4 1.0

文献 [14] 文献 [15] 本文 文献 [14] 文献 [15] 本文 文献 [14] 文献 [15] 本文

0 13.778 15.201 15.201 0 3.124 3.385 3.385 0 0.886 0.922 0.922 9

0.05 14.061 15.680 15.680 0 3.215 3.501 3.501 3 0.927 0.970 0.970 3

0.10 13.682 16.118 16.118 1 3.290 3.610 3.615 0 0.963 1.012 1.012 3

0.20 12.760 16.855 16.856 6 3.320 3.792 3.792 1 1.016 1.078 1.078 0

0.40 10.426 17.656 17.656 2 2.832 3.980 3.980 0 1.017 1.118 1.118 3

0.60   7.477 16.253 16.253 2 2.130 3.825 3.825 6 0.827 0.947 0.947 1

1.00   0.538   0.585   0.585 6 0.482 0.515 0.515 7 0.348 0.361 0.361 2

表 2 不同增益（KP, KI）下的最大时滞上界 h（μ=0.5）

Table 2 Maximum time delay upper bound h (μ=0.5) for different gains (KP, KI)

KP

KI

0.1 0.4 1.0

文献 [14] 文献 [15] 本文 文献 [14] 文献 [15] 本文 文献 [14] 文献 [15] 本文

0 12.969 14.554 14.563 0 2.854 3.227 3.230 4 0.674 0.849 0.850 4

0.05 13.234 15.025 15.068 4 2.960 3.345 3.349 8 0.715 0.895 0.895 2

0.10 12.600 15.446 15.446 8 3.034 3.449 3.454 4 0.749 0.935 0.937 8

0.20 11.014 16.091 16.151 1 2.959 3.613 3.620 9 0.783 0.993 0.993 6

0.40   7.364 16.500 16.572 3 2.176 3.697 3.710 7 0.696 0.984 0.989 4

0.60   2.537 14.808 14.815 2 1.029 3.127 3.181 2 0.502 0.719 0.725 2

1.00   0.403   0.497   0.501 2 0.365 0.445 0.445 1 0.280 0.327 0.328 2

从表 1 和 2 可以得出：1）在定常时滞中的结果

并不能明显地超过文献 [18]，说明现今的 LKF 运用

到定常时滞下的 LFC 中时提升较小。2）在时变时滞

中可以看出本文方法优于文献 [18]，说明 LKF 方面

的改进在LFC具有时变时滞的情况下依旧有所帮助。

3）在同种时滞情况下，比例增益 KP 固定时，系统最

大时滞上界随着积分增益 KI 增大而减小。4）在同种

时滞情况下，比例增益 KI 固定时，会出现系统最大

时滞上界随着积分增益 KP 增大而表现为先增大后减

小的复杂情况。

5 结论

本文研究了 LFC 时变时滞系统的稳定性问题，

先利用改进的二次积分不等式处理增广泛函，再使

用二次多项式不等式的判定得到了保守性较小的新

的稳定性判据，用于传统的 LFC 系统模型，最后使

用 Matlab 对数例进行仿真，分析了在定常时滞与时

变时滞两种情况下系统的稳定裕度情况，还设定了不

同的比例增益 KP 和不同的积分增益 KI，与现有文献

相比，结果表明了本文方法能够更好地降低保守性，
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具有更大的优势。
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