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定常线性薛定谔方程的一种高精度数值解法
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摘　要：针对定常线性薛定谔方程构建了一种高效、快速的数值解法——两网格有限体积元算法。将求

解区域剖分成了粗、细两种网格，先在粗网格上求原问题的有限体积元解，再在细网格上求一个解耦问题的解。

算例验证了该方法极大地提高了求解效率，理论上也证明了该解与原问题的有限体积元解有相同的收敛阶。
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Abstract：An highly efficient and fast numerical solution, i.e. two-grid finite volume element method, has been 
constructed for the solution of the steady linear Schrödinger equation. With the solution domain divided into coarse 
and fine grids, an initial acquisition of the finite volume element solution of the original problem can be achieved on 
the coarse grid, followed by the solution of a decoupling problem on the fine grid. The numerical example verifies 
the improved solving efficiency in the proposed scheme. It has also been theoretically proven that the solution is 
characterzied with the same convergence order as the finite volume element solution of the original problem.
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1 研究背景

薛定谔方程是量子力学的基本方程之一，其地位

与牛顿方程在经典力学中的地位相当。薛定谔方程已

被广泛应用于理论物理、核物理、等离子物理、电磁

波理论、化学、光学工程、地震学等领域之中。但对

于这些实际应用中的大量复杂问题，用经典的解析方

法和实验研究方法大多难以求解。随着计算机技术的

快速发展，数值解法已成为其另一重要且有效的求解

方法。薛定谔方程是耦合方程组，它还涉及复函数，

采用经典的离散方法在单层网格下离散原方程所得

的离散系统，通常规模较大，耗费大量的计算时间。

因此，构建快速的数值解法十分必要。

有限体积元算法除了处理边界灵活、计算简便外，
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还能够在一定程度上保持物理量的局部和全局守恒

性。这些性质使得有限体积元算法成为一种重要方法。

近年来，学者们分别采用不同的有限体积元算法求解

椭圆方程 [1]、Navier-Stokes 方程 [2]、扩散方程 [3] 等。

在求非对称问题或非正定问题的有限元解时，提

出了两网格离散算法 [4]，并将该算法应用到求解非线

性边值问题 [5]、Navier-Stokes 问题 [6]、流体问题 [7] 等。

随后，两网格有限元算法又被成功地应用于求解耦合

方程组 [8]，并进行了一系列的推广与应用 [9-12]。在上

述研究的基础上，C. S. Chien 等 [13] 采用两网格差分

法求解非线性薛定谔方程组；Wu L.[5] 用两网格混合

有限元算法求解非线性薛定谔方程组。

近年来，国内外许多学者将两网格离散思想与

有限体积元算法相结合，用于求解椭圆方程定解问

题 [14]、非线性双曲方程定解问题 [15]、抛物方程定解

问题 [16] 等。本文将有限体积元算法计算的灵活性与

两网格算法的快速性相结合，构建两网格有限体积元

算法，用于求解耦合方程组——定常线性薛定谔方程

边值问题：

             （1）

式中： 为一个凸多边形区域；
  λΔ 为动能算子，且 λ 为正实数；

  u(x)、V(x)、f(x) 分别为未知函数、位势函数、

右端项，均为复函数。

在实际计算时要将解的实部与虚部分开成如下

等价的耦合方程组：

 

                                                                            （2）
式中：u1(x)、u2(x) 分别为 u(x) 的实部和虚部函数；

  V1(x)、V2(x) 分别为 V(x) 的实部和虚部函数；

  f1(x)、f2(x) 分别为 f(x) 的实部和虚部函数。

为了方便，假设

                            （3）

2 线性有限体积元算法及误差估计

方程（2）的变分形式可描述为：

求 ，满足

                     （4）

式中：
     

（5）
    。                          （6）

为了简便，本文不等式 表示 b ≤ kd，k 为
常数因子。在假设条件（3）下，方程（4）的弱解有

正则性估计 [8]

                              。                         （7）

设 T h={ei}、Zh 分别是形状正则的三角形网格剖

分所有单元和剖分点的集合 [9]，h 为剖分步长。定义

线性有限元空间

     ，

式中 P1(e) 表示三角形单元 e 上线性多项式全体。设

复函数线性有限元空间为 。

 变分问题（4）的线性有限元解 uh 满足的变分

问题可描述为求 满足

            。         （8）

由式（4）和（8）可得正交关系

              。

由文献 [8] 知，双线性形式 满足

          ，        （9）

并在条件（3）成立的情况下，问题（8）的有限元解

uh 满足

           。           （10）

，以剖分点 xp 为顶点的各三角形单元 e

的重心与过顶点 xp 的单元边界线段中点的连线构成

一个控制体 bp，控制体也称为对偶单元 [11]。所有对

偶单元的集合记为 Bh，称为三角形剖分 T h 的重心对

偶剖分。定义与对偶剖分 Bh 有关的函数空间

     。

设 是 定 义 在 上 的 连 续 函 数 集，

定义算子 满足

           

由文献 [1] 可知算子 Ih 满足引理 1。

引理 1 设 ，如果 , q ≥ 1，恒有

                 ，               （11）

          。        （12）

为简化方程组（2）的计算，将方程组（2）的前
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两式在控制体 bp 上积分，并利用 Green 公式可得

  

              

式中 n 为控制体边界的单位外法向量。

对上两式等号左边第二项进行近似计算，即控

制体 bp 上的积分，被积分函数 ui(x) 取近似值 ui(bp), 
i=1, 2，进行计算，得

对 ，将上面两个方程两边分别乘以

Ihw1 和 Ihw2，并对 bp 求和，则有

  
（13）

（14）

为了对式（13）和（14）化简，先给出如下引理

2[2]。

引理 2 如果 A=(ajk)2×2 满足

则对 有

  。

利用引理 2 可得

。（15）

由直接验证可知 

，（16）

式中  

将式（15） 和（16） 代入式 （13）和（14），

可得如下线性有限体积元变分问题：

求 满足

                      （17）

式中：

     
（18）

   。

定义范数 容易证得

                        （19）

根据式（18）（19）以及 的定义容易得到引

理 3。

引理 3 在假设条件（3）下，双线性泛函

满足强制性和有界性，即有 

                （20）

                              （21）
由引理 3 和 Lax-Milgram 定理知，变分问题（17）

的解存在且唯一。

根据文献 [9] 有引理 4。

引理 4 如 果 ， 则    

下文中的 p、q 都满足 ，且 p, q ≥ 1。

引理 5 如果方程（1）中的 ，则

对任意 有

           。           （22）

证 ，记 。由

式（11）（12）和引理 4 可得

引理 5 证毕。

根据文献 [2] 中的式（3.10）有

    ，      （23）

式中： ； 。

引理 6 对任意 ，如果 ，则

       。       （24）  

证 将式（5）减去式（18），并由

可得
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利用上式和式（23）可得式（24）。引理 6 证毕。

引理 7 设 u、uh 分别为方程（2）和（17）的解，

则有

                              。                      （25）

证 由式（21）、（17）和（19）得

    。

引理 7 证毕。                                     

引理 8 如果 ， ，uh、uh 分

别为方程（8）和（17）的有限元和有限体积元解，则

             （26）

因而有

                  。                     （27）

证 由式（8）和（17）有

当式（22）和（24）中 p=q=2 时，再联合式（25）
则有

                         

在式（26）中，令 v=uh-uh，再由式（9）可得式（27）。
引理 8 证毕。

定 理 1 如 果 u、uh 分 别 为 问 题（2） 和 式

（17）的解，在区域 Ω 内假设条件（3）成立，且

， ，则有

                         （28）

证 由式（7）、（10）和（27）得

定理 1 证毕。

3 两网格有限体积元算法及误差估计

为了简化式（18），将其拆成两部分并引入记号：

       ，

      。

两网格有限体积元算法：

步聚 1（粗网格）  求 ，满足

 

步聚 2（细网格）  求 ，满足

 （29）

类似于式（21），在假设条件（3）下，双线性

泛函 满足强制性

                                 （30）

定理 2 如果在区域 Ω 内假设条件（3）成立，

且 ，对两网格有限

体积元算法的解有如下估计式

               ，              （31）

因而有

                   。

证 将式（17）减去式（29），再由式（18）得          

  

（32）

  

由假设条件（3）及式（12）、（19）、（25）和（28）
可得

  

（33）

在式（32）中，令 ，右端各项估计类

似于式（33），再由式 （30）得

 

 即得式（31）。

再由式（28）和（31）得

 

   定理 2 证毕。 
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4 两网格有限体积元算法数值实验

算例 求解问题（2），其中： ；

，i 为虚数单位；分别取 λ=1，

λ = 100；右端项 f = f1 + if2，式中：f1= (π2-0.5)sin(πx1)·
sin(πx2)，f2=(2π2+1.5)sin(πx1)sin(πx2)。

在对区域 Ω 进行形状正则三角形单元剖分

的基础上，得到重心对偶剖分。为观察两网格

有限体积元解的收敛性态，令 h=H 2，并分别取

进行计算。

在 t=10.0 s 时刻，由本文所构造的两网格有限体

积元解 uh
v，与文献 [8] 中算法 A1 计算的两网格有限

元解 u*
h 的误差对比及相关结果如表 1 和表 2 所示。

从表 1 和表 2 可知， ，  

，即在 H1 范数下，两网格有

限体积元解与两网格有限元解有相同的收敛阶，且达

到最优收敛阶。 但是当计算规模较大时，用两网格

有限体积元算法计算，CPU 所用时间远少于两网格

有限元算法的。

5 结语

薛定谔方程的实际应用比较广泛，方程的离散系

统规模庞大。本文在已求出定常线性薛定谔方程两

网格有限元解的基础上，重新构造了薛定谔方程的

一种新的快速数值解法——两网格有限体积元算法。

从理论上证明了该算法达到最优收敛阶，并用数值实

验验证了该算法能节省大量的计算时间，极大地提高

了求解效率。
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表 1 λ=1 时两种算法的结果比较

Table 1 Comparison of results between the two algorithms 
with λ=1

参

数 比值 CPU 用时 /s 比值 CPU 用时 /s

H1

H2

H3

H4

1.65E-1
4.14E-2
1.04E-2
2.59E-3

3.99
3.98
4.02

    0.03
    0.28
    4.24
140.88

1.65E-1
4.14E-2
1.04E-2
2.59E-3

3.99
3.98
4.02

    0.02
    0.10
    4.30
660.89

本文算法 文献 [8] 算法

表 2 λ=100 时两种算法的结果比较

Table 2 Comparison of results between the two algorithms 
with λ=100

参

数 比值 CPU 用时 /s 比值 CPU 用时 /s

H1

H2

H3

H4

1.21E-2
3.14E-3
7.92E-4
1.99E-4

3.85
3.96
3.98

    0.04
    0.31
    6.35
188.96

1.21E-2
3.14E-3
7.29E-4
1.99E-4

3.85
3.96
3.98

    0.03
    0.29
    5.12
696.56

本文算法 文献 [8] 算法
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