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基于TODIM的多阶段三角模糊数双边匹配决策方法

刘 超，汪新凡，隆丽兰

（湖南工业大学 理学院，湖南 株洲 411007）

摘　要：针对多阶段情形下的三角模糊数双边匹配决策问题，基于新型距离测度和 TODIM 方法提出一

种考虑多阶段的匹配决策方法。首先，针对现有三角模糊数距离测度的不足，提出一种三角模糊数新型距离

测度；其次，给出阶段属性权重未知、阶段时间权重未知的多阶段双边匹配决策问题的数学描述；再次，利

用三角模糊数的新型距离计算得到期望水平与评价信息之间的损益矩阵，利用三角模糊数的综合熵值构建优

化模型求取阶段属性权重，利用衰减法计算阶段时间权重，利用 TODIM 方法构建综合优势度矩阵，利用极

差变化法构建满意度矩阵。通过最大化满意度构建双边匹配模型，并通过求解模型得到匹配结果。最后，以

风险投资商和企业的投资为例，验证了所提出匹配决策方法的可行性和有效性。
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TODIM-Based Multi-Stage Triangular Fuzzy Number Bilateral Matching
Decision Making Method

LIU Chao，WANG Xinfan，LONG Lilan
（College of Science，Hunan University of Technology，Zhuzhou Hunan 412007，China）

Abstract：In view of  solving the multi-stage triangular fuzzy number bilateral matching decision problem, a 
multi-stage matching decision method has thus been proposed based on the new distance measure and TODIM method. 
Firstly, a new distance measure of triangular fuzzy numbers is adopted aimed at the shortcomings of the current distance 
measure of triangular fuzzy numbers. Secondly, the mathematical description has been made of the multi-stage lateral 
matching decision making problem with the unknown stage attribute weight and unknown stage time weight provided. 
Thirdly, the profit and loss matrices between the desired level and evaluation information can be obtained by calculating 
the new distance measure of triangular fuzzy numbers, followed by a construction of an optimization model by using the 
triangle fuzzy number comprehensive entropy, thus working out the stage attribute weights; the stage time weights are 
calculated by using attenuation method, with the comprehensive dominance matrices developed adopting the TODIM 
method, and with the satisfaction matrices built using the range variation method. Furthermore, a bilateral matching 
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model is constructed by maximizing satisfaction degrees with the match results obtained by solving this model. Finally, 
the feasibility and effectiveness of the proposed matching decision method can be verified by taking the investment of 
venture capitalists and enterprises as an example.

Keywords：bilateral matching；triangular fuzzy number；multi-stage；profit and loss；attenuation method；
TODIM method

0 引言

双边匹配是指两个离散主体集合依据双方给出的

偏好信息，彼此间相互选择并进行匹配的过程。双边

匹配研究始于 D. Gale 等 [1] 对稳定匹配概念、存在性

和匹配最优解等方面的探索。随后许多学者围绕双边

匹配问题进行探索，取得了丰硕成果 [2-4]。近年来，

随着社会经济发展，双边匹配的应用范围不断扩展，

从男女婚姻匹配 [5]、高校招生匹配 [6] 和医院实习生

匹配 [7] 等领域，再到商品交易匹配 [8]、风险投资匹

配 [9] 和技术知识供需匹配 [10] 等。因此，双边匹配问

题的研究有重要的理论意义和实际应用价值。

双边匹配决策过程中，双方主体间往往会相互给

出评价信息 [11-12]，如区间数 [13]、序值 [14-15] 和语言集

及其拓展形式 [16-17] 等。由于三角模糊数既可反映评

价信息的模糊性和不确定性，也可用于处理评价信息

中的模糊语言术语，因而在表达评价信息时具有优

势。目前，评价信息仅为三角模糊数的双边匹配决策

问题鲜有研究，但评价信息为混合形式的双边匹配决

策问题中多包含三角模糊数，如万树平等 [9] 根据市

场投资信息具多样化匹配特点，构建了有 5 种类型信

息的多指标评价匹配模型；蒋忠中等 [18] 利用 4 种类

型隶属度描述商品交易中模糊信息的软约束，改进

了基于模糊信息公理的交易匹配度计算方法；Miao Y. 
M. 等 [19] 针对跨境电商供需交易问题，通过 3 种评价

信息构建匹配满意度优化模型，提出了一种考虑多方

主体满意度的双边匹配方法。这些研究为解决评价信

息仅为三角模糊数的双边匹配决策问题提供了借鉴。

另外，已有匹配决策问题研究都是单阶段或静态

情形，而实际决策过程的匹配往往具有时效性和阶段

性特点。近年来，单阶段双边匹配已开始拓展至多阶

段的情形，Li P. 等 [20] 针对中国残疾老人的长期护理

问题，提出了一种基于前景理论和证据推理的概率语

言多阶段双边匹配方法；张笛等 [21] 针对多阶段匹配

中一方主体难以直接给出另一方主体偏好序值信息

的情况，提出了一种基于多重偏好序的多阶段双边匹

配方法；张笛 [22] 还针对多阶段双边匹配中偏好序值

难以区分偏好强度的问题，将直觉模糊偏好信息转化

成基本信任分配函数，基于信任度构建匹配满意度模

型，并得到双边匹配结果。尽管学者们对多阶段的双

边匹配问题进行了较多探索，但目前尚未见基于三角

模糊数的多阶段双边匹配决策问题的研究。

TODIM（Tomada de DecisaoInteractiva e Multi- 
critevio）法 [23] 是一种基于前景理论的交互式多属性

决策方法。其核心思想是利用方案之间的两两比较，

构造优势度函数，计算每个方案与所有方案相比的总

体优势度，并以总体优势度的大小排序。与前景理论

相比，其具有无需事先确定参考点、涉及的参数较少、

计算简单等特点。进而学者们对 TODIM 方法的研究

不断扩展，例如，方冰等 [24] 将 TODIM 方法应用到

属性值为概率犹豫模糊集的多属性群决策问题之中；

马艳芳等 [25] 提出了多粒度概率语言环境下一种基于

前景理论的 TODIM 方法；王霞等 [26] 基于随机占优

理论和区间灰数信息，提出了一种改进的 TODIM 方

法。然而，鲜有学者将 TODIM 法引入多阶段三角模

糊数双边匹配决策问题中。

基于上述分析，本文拟针对阶段时间权重和阶段

属性权重均未知的多阶段三角模糊数双边匹配决策

问题，考虑决策者的期望水平，基于 TODIM 方法，

提出一种多阶段三角模糊双边匹配决策方法，并将

其应用于风险企业和投资商之间的多阶段匹配算例，

以说明该方法的可行性和实用性。

1 预备知识

1.1 双边匹配

 在双边匹配决策问题中，设甲方主体集合为A = {A1, 
A2, …, Am}，其中Ai为第i个甲方主体，i I ={1, 2, …, m}；
乙方主体集合为 B={B1, B2, …, Bn}，其中 Bj 为第 j 个
乙方主体，j J ={1, 2, …, n}。

定义 1[4] 设 μ:A∪B → A∪B 为一一映射，若

、 ，满足以下条件：
1）μ(Ai) B；
2）μ(Bj) A∪{Bj}；
3）μ(Ai)=Bj 当且仅当 μ(Bj)=Ai；

则称 μ 为双边匹配，其中 μ(Ai)=Bj 表示 Ai 与 Bj 在 μ
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中匹配，记为 (Ai, Bj)； μ(Bj)=Bj 表示 Bj 与自身匹配，

即 Bj 在 μ 中未匹配，记为 (Bj, Bj )。
1.2 三角模糊数

定义 2[27] 设 =[al, am, au]，其中 0≤al≤am≤au，

al 和 au 分别为 所支撑的上界和下界，am 为 的中值

( 表示区间中取值可能性最大的数 )，且隶属函数为

                    （1）

则称 为一个三角模糊数。若 满足 0≤ al ≤ am ≤ au ≤

1，则称 为一个规范三角模糊数。如果 还满足

al=am 或 am=au，则 退化为区间数 [al, am] 或 [am, au]；
特别地，若 al=am=au，则 退化为实数。

定义 3[28] 设 m( )为三角模糊数 =[al, am, au] 的
均值，其计算公式如下：

        ，           （2）

式中 0 ≤ α ≤ 1，且 α 值的选择取决于决策者的风

险态度。当 α >0.5 时，表示决策者是厌恶风险的；

当 α <0.5 时，表示决策者是偏好风险的；当 α=0.5 时，

表示决策者是风险中立的。

一般地，决策者持风险中立态度，这时均值

m( )和方差 σ2( )分别为

                ，              （3）

。（4）

定义 4[29] 记 和

为任意两个三角模糊数，则两者之间大小可按下列规

则进行排序：

1) 若 m( 1   )       <m( 2   )    ，则 1    < 2   。

2) 若 m( 1   )      >m( 2   )  ，则 1    > 2   。

3) 若 m( 1)=m( 2 )，则有当 σ ( 1)<σ ( 2  ) ，则 1>

2；当 σ ( 1 )>σ ( 2    )，则 1< 2；当 σ ( 1 )=σ ( 2    )，则

1     = 2       。

 定义 5[30] 设 =[al, am, au] 为一个三角模糊数，

则称

（5）

为 的熵函数。其中 为三角模糊数的隶属函数。

依据文献 [31] 可知，h(x)：[0, 1] → [0, 1]，h(x)
是元素 x 的熵值函数，且满足在定义域 [0, 1/2] 上，

函数单调递增；在定义域 [1/2, 1] 上，函数单调递

减。一般地，可取 h(x)=4x(1-x) 为熵值函数。另

外，为了确定一个独立于 x 的全局熵度量，熵函数

需要在整个论域中聚合，三角模糊数 的熵表示为

，其中，

p(x) 为区间 [al, am] 中数据的概率密度函数，当 p(x)
为均匀概率密度函数时，具有相同支持度的三角模糊

数的隶属函数会使得熵均衡，故通常假定 p(x) 为常

量 s，于是三角模糊数的熵可简化为

                  。                  （6）

2 三角模糊数距离测度

2.1 传统三角模糊数距离测度

 定义6[32] 设 和

为任意两个三角模糊数，称

          （7）
为三角模糊数 1   和 2   之间的海明距离。

定义 7[33] 设 和

为任意两个三角模糊数，称

（8）

为三角模糊数 1   和 2   之间的欧氏距离。

海明距离和欧氏距离作为经典的距离测度应用

广泛，但仍存在不足，因为它们没有考虑决策者的风

险偏好问题，这跟式（2）是一样的道理，但式（2）
中增加了一个参数 α，而 α值的选择取决于决策者的

风险态度。例如，在投资商与风险企业的双边匹配过

程中，投资商与风险企业均具有风险意识，存在风险

规避型、风险偏好型和风险中立型的区别，故在此

类情形下需要对传统的三角模糊距离测度进行改进。

鉴于此，本文提出一种考虑风险偏好的新型三角模糊

数距离测度方法。

2.2 新型三角模糊数距离测度

定义 8 设 和 为

任意两个三角模糊数，则称

  
（9）

为三角模糊数 1   和 2  之间的新型距离。

式（9）中，μ [0, 1] 为决策者的风险态度系数，
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反映决策者对风险的偏好程度。当 μ>0.5 时，表明决

策者类型为风险规避型，即更侧重于以模糊数左端点

衡量两者之间的距离；当 μ<0.5 时，表明决策者类型

为风险偏好型，即更侧重于以模糊数右端点衡量两者

之间的距离；当 μ=0.5 时，表明决策者类型为风险中

立型，即决策者会均衡考虑左右端点来衡量两者之间

的距离。

下面证明三角模糊数 1   和 2 之间的新型距离测

度 d( 1   , 2    ) 满足下面的公理性条件。

1）非负性：d( 1   , 2    )≥0，当且仅当 1= 2 、

d( 1   , 2    )=0；
2）自反性：d( 1      , 2    )=d( 2    , 1     )；
3）三角不等式：d( 1   , 2 )≤d( 1    , 3    )+d( 2 , 3    )。
证明 非负性和自反性显然成立，故只需证明三

角不等式成立。

令函数 f(x)=x/(1+x)，则其导函数 f '(x)=1/(1+x)2> 0，
故 f(x) 在 ）上单调递增。

因不等式 |x-y| ≤ |x|+|y|，于是有 f(|x-y|) ≤ f(|x|+|y|)

成立，即有 。

又因

      ，

故 成立。

若令 am
1-am

2 =x、am
2-am

3 =y，则

于是有

。

同理，有

 

故 d( 1   , 2    ) ≤d( 1   , 3    )+d( 2   , 3    ) 得证。因此，新型三

角模糊距离测度满足基本公理性条件。

例 1 设现有两家投资商 A1 和 A2 对企业的某一

属性具有相同的期望值   =[1, 3, 5]，但是他们的评价

值分别为 1  =[2, 3, 4] 和 2  =[2, 2, 5]，利用式（7），

计算可得 d1( 1  ,        )=d1( 2  ,        )=2，利用式（8），计算

可得 。如果考虑决策者的

风险态度，不妨设风险规避型投资商 A1 的风险态度

系数为 0.1，风险偏好型投资商 A2 的风险态度系数为

0.6，则利用三角模糊数新型距离测度式（9），计算

可得 d( 1  ,        )=1/3，d( 2     ,        )=8/15，这时两者是不相

同的。实际上，在决策中考虑决策者的风险态度更加

贴近现实。

3 问题描述

考虑三角模糊数信息下属性具有期望水平的多

阶段双边匹配问题。设 t 表示决策阶段，t=1, 2, …, 
p，其相应的阶段权重为 ωt，满足 0 ≤ ωt ≤ 1，且

。设 C={C1, C2, …, Cc} 为甲方主体评价乙

方主体的属性集合，其中 Cl 表示第 l 个评价属性，

l=1, 2, …, c；记 为甲方主体对乙方主

体关于属性集 C 在第 t 阶段的评价值矩阵，其中

表示甲方主体对乙方主体 Bj 关

于属性 Cl 在第 t 阶段的评价值，j J；

为甲方主体对乙方评价属性的阶段期望矩阵，其中

表示甲方主体 Ai 在第 t 阶段

对乙方评价属性 Cl 的期望水平。设 R={R1, R2, …, 
Rr} 为乙方主体评价甲方主体的属性集合，其中 Rs

表示第 s 个属性，s=1, 2, …, r；记 为乙

方主体对甲方主体关于属性集 R 在第 t 阶段的评价

值矩阵，其中 表示乙方主体对甲

方主体 Ai 关于属性 Rs 在第 t 阶段的评价值，i I；

为乙方主体对甲方评价属性的阶段期望

矩阵，其中 表示乙方主体 Bj 在第 t 阶段对甲方评

价属性 Rs 的期望水平。此外，

和 分 别 为 乙 方 评 价 属 性

和甲方评价属性在第 t 阶段的权重向量，w t
l 表示

第 t 阶段乙方评价属性 Cl 的权重， 表示第 t 阶
段甲方评价属性 Rs 的权重，且 w t

l 、 ，

。

本文要解决的问题是：如何在阶段属性权重和阶

段权重均未知的情况下，依据匹配双方提供的三角模
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糊数期望矩阵 、 及评价矩

阵 、 ，建立多阶段双边匹

配模型，进而获得双边匹配结果。

4 匹配决策方法

针对上述问题，考虑决策者风险偏好和匹配阶段

的变化，分别给出阶段属性权重和阶段权重的确定方

法，在此基础上提出一种基于 TODIM 的多阶段双边

匹配决策方法。

4.1 阶段损益值的计算

首先，将双边主体的期望水平和实际评价信息

进行规范化。设 Ib 和 Ic 分别为效益型和成本型属

性集合，为了解决不同量纲的不可公度性和矛盾

性 [32]，利用式（10）和式（11）将甲方的三角模糊

数评价信息矩阵 转化为规范化的三角

模 糊 数 矩 阵 。 同

理，将乙方的三角模糊数评价信息矩阵

规范化为 ，双方主体阶段属性的期望

矩 阵 和 分 别 规 范 化 为

和 。

            （10）

       （11）

其次，由于决策者的认知偏差和心理偏好等因素

对利益和损失具有不同的主观态度 [34]，为了反映不

同阶段决策者们的风险规避情况，单边决策者在区间

[0, 1] 中给出根据不同阶段的风险态度系数，利用求

取单边风险态度系数均值作为单边风险系数 μ，并利

用新型距离计算阶段损益值。

下面以第 t 阶段的 Ai 和 Bj 为例分别给出损益值

计算方法。设 xt
ijl 是第 t 阶段甲方主体 Ai 对乙方主体

Bj 关于属性 Cl 的实际评价值 μt
jl 相对于期望水平

的损益值，其计算公式为

                        （12）

式中：i=1, 2, …, m，j=1, 2, …, n，l=1, 2, …, c，t=1, 
2, …, p 。

式（12）中，对于主体 Ai 而言，当 时，

xt
ijl 表示收益；当 时，xt

ijl 表示损失。                                                 

记 yt
ijs 为在第 t 阶段乙方主体 Bj 对甲方主体 Ai 关

于属性 Rs 的实际评价值 相对于期望水平 的损益
值，其计算公式为

                         （13）

式中：i=1, 2, …, m， j=1, 2, …, n，l=1, 2, …, c，  
t=1, 2, …, p。

式（13）中，对于主体 Bj 而言，当 时，

yt
ijs 表示收益；当 时，yt

ijs 表示损失。

4.2 阶段加权损益值的计算

4.2.1 利用综合熵值确定阶段属性权重

在不同阶段的匹配过程中，对于匹配主体而言匹

配目标的属性重要性程度是存在差异的，应赋予不

同的阶段属性权重。下面基于 TOPSIS（technique for 
order preference by similarity to an ideal solution）法思

想和极差变换法，考虑不同主体和不同阶段对属性的

影响，结合综合熵值信息，给出阶段属性权重的具体

计算过程。

首先，从主体角度来看，第 t 阶段内的主体熵值

正负理想点 和 如下：

      ，（14）

     ，（15）

则利用极差变换法，计算主体角度上在不同阶段的属

性 Cl 的信息确定程度，为

               。                （16）

另外，从阶段角度来看，第 j 个匹配主体的阶段

熵值正负理想点 和 如下：

    ，（17）

   ，（18）
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则利用极差变化法，计算阶段角度上在不同阶段的属

性 Cl 的信息确定程度，为

   。（19）

由式（16）和式（19）可以得知，规范化后的熵

值越高，阶段角度或者主体角度在不同阶段中的信息

确定程度越低；反之，规范化后的熵值越低，阶段角

度或者主体角度在不同阶段中的信息确定程度越高。

此时同时考虑所评价属性在阶段角度和主体角度的

变化情况，在两者的基础上构建综合熵值 ，即第
t 阶段甲方主体对乙方主体 Bj 关于匹配属性 Cl 的综

合信息熵为

            ，            （20）

式中：系数 σ 和 (1-σ) 为相对重要程度，可以用来

调节阶段角度和主体角度对阶段属性的影响。当

σ≥0.5 时，侧重匹配主体维度上的变化对阶段属性

的影响。当 0≤σ≤0.5 时，侧重阶段维度上的变化对

阶段属性的影响。在实际匹配中，根据不同的现实需

求和条件，给出不同的 σ 值，本文取 σ =0.5。
然后，乙方阶段属性权重 wl

t 的确定应尽可能使

得综合熵值最小，因此建立如下非线性阶段属性权重

优化模型：

         （21）

构建如下拉格朗日函数：

  ，    （22）

令

                      （23）

解方程组，得到乙方阶段属性权重 wt
l ( l=1, 2, …, c，

t=1, 2, …, p)：

。

                                                                                  （24）

类似地，求解甲方评价信息的综合熵值 ，得

到甲方阶段属性权重 (s=1, 2, …, r，t=1, 2, …, p)，
即有

       。         （25）

4.2.2 利用阶段属性权重计算阶段加权损益值

多阶段双边匹配中，由于决策者对不同阶段的属

性偏好存在差异，可使用加权损益值融合决策者的偏

好差异 [35]。设第 t 阶段甲方主体 Ai 对乙方主体 Bj 关

于属性 Cl 的实际评价值 μt
jl 相对于期望水平 的加

权损益值为 xt
ij，利用公式

                                                   （26）

计算甲方加权损益值，并构造甲方加权损益矩阵

。式（26）中， 为第 t 阶段甲方主体

对乙方主体关于属性 Cl 的阶段属性权重，xt
ijl 为式 (12)

计算的甲方损益值。

类似地，记第 t 阶段乙方主体 Bj 对甲方主体 Ai

关于属性 Rs 的实际评价值 vt
is 相对于期望水平 的

加权损益值为 yt
ij，利用公式

                                                  （27）

计算乙方加权损益值，并构造乙方加权损益矩阵

。式（27）中，wt
s 为第 t 阶段乙方主体

对甲方主体关于属性 Rs 的阶段属性权重，yt
ijs 为式 (13)

计算的乙方损益值。

4.3 总体优势度矩阵的构建

首先，通过一方主体将另一方中的主体两两对

比，构造优势度函数，计算每个主体相对于其他主体

的总体优势度。设第 t 阶段时，乙方主体 Bj 将甲方

主体 Ai 相对于 Ah 进行比较，则 Ai 相对于 Ah 的优势

度 为

          （28）

式中，θj（θj >0）为损失衰减系数，表示乙方主体 Bj

的损失规避程度，θj 越小则乙方主体的损失规避程度

越大。

类似地，在第 t 阶段时，甲方主体 Ai 将乙方主

体 Bj 相对于 进行比较，Bj 相对于 的总体优势

度 为

         （29）

式中， 为损失衰减系数，表示甲方主体 Ai
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的损失规避程度， 越小，甲方主体的损失规避程

度越大。

其次，确定阶段时间权重。与单阶段静态匹配决

策相比，多阶段双边匹配决策问题需考虑多个阶段匹

配主体的期望水平及评价信息，不同阶段匹配主体掌

握的信息量存在差异，这也导致不同阶段具有不同

的时间权重。现有确定时间权重的主要方法有 BUM
（basic unit-interval monotonic function）法 [36]、衰减

法 [37] 和厚古薄今法 [38] 等。由于匹配主体掌握的信息

量随着时间阶段的后移而增加，匹配阶段具有随着

时间的前移对最终匹配阶段的影响不断衰减的特点，

因此毛军军等 [37] 在指数衰减模型的基础上提出了一

种衰减法，本文采用这种方法确定时间阶段权重，具

体的方法如下。

设 T={T1, T2, …, Tp } 为多阶段双边匹配的不同时

段（T1<T2<…<Tp），ωt 为第 Tt 阶段的权重，则

                          ，                    （30）

式中：C0 为大于 0 的常数；λ 为衰减系数，并且满足

0<λ< 1。

由于阶段时间权重 ，解得

，代入式（30），得

。    （31）

特别地，当 T={1, 2, …, p } 时，式（31）可以转化

为式（32）：

         。        （32）

在实际的多阶段双边匹配决策过程中，衰减系数

λ 反映了决策者掌握的信息量随着时间变化的累积速

率，故决策者可以依据不同时段的信息变化情况确定

衰减系数，本文 λ 取 0.5[37]。

再次，利用阶段时间权重对双边信息进行集结。

设 δij 表示 t 个阶段中甲方主体 Ai 与乙方主体 Bj 匹配

时相对于与甲方其他主体的总体优势度，其计算式为

               ，          （33）

从而得到甲方主体 Ai 与乙方主体 Bj 匹配的总体优势

度矩阵 。其中，ωt 表示第 t 阶段的阶段权

重，满足 ωt [0, 1]，且 。

设 γij 为 t 个阶段中乙方主体 Bj 与甲方主体 Ai 相匹

配时，相对于甲方其他主体的总体优势度，其计算公

式如下：

            ，            （34）

从而得到乙方主体 Bj 与甲方主体 Ai 匹配的总体优势

度矩阵 。

4.4 满意度矩阵的构建

根据极差变化法，利用式（35）和式（36）将综

合优势度矩阵 和 分别转化为

满意度矩阵 和 。

，（35）

，（36）

式（35）（36）中：αij 是主体 Ai 对于主体 Bj 多阶段

匹配的总体满意度；βij 是主体 Bj 对于主体 Ai 多阶段

匹配的总体满意度，αij、βij [0, 1]。
4.5 匹配模型的构建与求解   

首先，根据双边主体综合满意度矩阵考虑建立

多阶段多属性双边匹配的多目标优化模型。设 Xij 为

0~1 变量，当 Xij=1 时，主体 Ai 和 Bj 达成匹配；当

Xij=0 时，主体 Ai 和 Bj 未达成匹配，以双方满意度最

大化为目标， 建立下列多目标优化模型：

                 。                 （37）

                 ，                 （38）

         。               （39）

              ，                 （40）

               。                 （41）

在上方模型中，式（37）表示甲方主体满意度总

和最大，式（38）表示乙方主体满意度总和最大；式

（39）表示主体Ai 至多与乙方中一个主体匹配，式（40）
表示主体 Bj 至多与甲方中的一个主体匹配；式（41）
为双边匹配的成功匹配数量约束条件。模型中目标函

数的量纲量级相同，利用线性加权法将多目标模型转

化为下列单目标模型：

        ，        （42）
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              s.t. （39）~（41）。   
式（42）中，w1 和w2 分别为目标函数Z1 和Z2 的权系数，

且满足 w1+w2=1，0 ≤ w1、w2 ≤ 1。 
4.6 匹配方法的具体步骤

综上所述，基于 TODIM 方法的多阶段双边匹配

方法的具体步骤如下。

步骤 1 利用式（10）和（11）将双方期望和评

价规范化，得到矩阵 、 、

和 。

步骤 2 利用式（12）和（13），考虑不同阶段

甲乙双方的风险态度系数，分别计算甲、乙双方的损

益值。

步骤 3 利用式（14）~（20）计算出综合熵值

H t
l 和 ，再利用式（24）和（25）分别求得甲、乙

双方在每个阶段中的属性权重 和 w t
l 。

步骤 4 根据式（26）和（27），结合阶段属性权

重构建加权损益矩阵 和 。

步骤5 利用式（30）~（32），本文衰减系数取0.5，
计算得到阶段权重 ωt（t =1, 2, …, p）。

步骤 6 利用式（33）和（34）分别构建甲、乙双

方主体的综合优势度矩阵 和 。

步骤 7 利用式（35）和（36）构建甲、乙各方

满意度矩阵 和 。

步骤 8 构建多目标匹配优化模型（37）~（41）。

继而利用线性加权的方法将多目标模型转化为单目

标优化模型（42），并通过 Lingo11.0 软件求解，获

得最优的多阶段匹配方案。

5 算例分析

5.1 算例

考虑一个风险投资商和风险企业之间的多阶段

匹配问题。深圳某商务交易所有 3 家风险投资商

A1、A2、A3 想要招标为期 3 a 的企业进行投资（t=1, 2, 
3），交易所内现有 4 家风险企业 B1、B2、B3、B4 可

以竞选投资，且每家企业仅能接受一家投资商。投

资商所考虑的投资属性包括投资回报率 C1、风险规

避能力 C2、市场的可进入性 C3 和企业家素质 C4，并

给出相应的期望水平 （见表 1）和具体

的客观属性评价 （见表 2）。风险企业

考虑的属性包括投资额度 R1、投资成功率 R2、信誉

R3、投资实力 R4，企业的期望水平为 （见

表 3），基于企业考虑的评价属性对投资商进行客观

评价，评价矩阵为 （见表 4）。根据以

上属性对 2018—2020 年度投资商和风险企业的运作

双方进行综合评价和数据统计，并给出彼此主体三角

模糊评价及期望信息。本文采用的三角模糊数范围为

0~1，表 1 和表 3 为风险企业和投资商在多阶段匹配

过程中的阶段属性期望值，表 2 和表 4 所示为风险企

业和投资商之间的阶段属性评价值。

表 1 投资商对风险企业的属性期望矩阵  

Table 1 Investor attribute expectation matrix for venture enterprises with 

阶段

属性

A1

A2

A3

C1

[0.8, 0.8, 1]
[0.2, 0.3, 0.5]
[0.8, 0.9, 0.9]

C2

[0.1, 0.4, 0.6]
[0.6, 0.9, 1]

[0.3, 0.5, 0.7]

C3

[0.1, 0.3, 0.3]
[0.7, 0.7, 0.9]
[0.2, 0.5, 0.7]

C1

[0.7, 0.8, 1]
[0.1, 0.2, 0.2]
[0.2, 0.6, 0.6]

C2

[0.4, 0.4, 0.7]
[0.9, 0.9, 1]

[0.4, 0.5, 0.7]

C3

[0.2, 0.3, 0.3]
[0.2, 0.5, 0.5]
[0.3, 0.3, 0.5]

C1

[0.8, 0.8, 0.8]
[0.2, 0.2, 0.3]
[0.7, 0.7, 0.9]

C2

[0.3, 0.4, 0.6]
[0.5, 0.7, 0.7]
[0.5, 0.6, 0.8]

C3

[0.5, 0.5, 0.7]
[0.3, 0.4, 0.4]
[0.3, 0.3, 0.5]

T1 T2 T2
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表 2 投资商对风险企业的属性评价矩阵

Table 2 Investor attribute evaluation matrix for venture enterprises with 

阶段

属性

B1

B2

B3

B4

C1

[0.5, 0.5, 0.6]
[0.2, 0.3, 0.4]
[0.1, 0.1, 0.1]
[0.3, 0.5, 0.6]

C2

[0.1, 0.4, 0.4]
[0.4, 0.6, 0.6]
[0.2, 0.4, 0.5]
[0.5, 0.5, 0.6]

C3

[0.3, 0.3, 0.3]
[0.5, 0.8, 0.9]
[0.7, 0.7, 0.9]
[0.4, 0.5, 0.6]

C1

[0.4, 0.5, 0.6]
[0.5, 0.6, 0.7]
[0.8, 0.9, 1]

[0.3, 0.6, 0.6]

C2

[0.3, 0.6, 0.6]
[0.2, 0.4, 0.5]
[0.5, 0.6, 0.7]
[0.4, 0.4, 0.4]

C3

[0.2, 0.2, 0.3]
[0.7, 0.7, 0.8]
[0.2, 0.5, 0.8]
[0.5, 0.5, 0.6]

C1

[0.2, 0.3, 0.4]
[0.5, 0.6, 0.6] 
[0.4, 0.4, 0.7]
[0.6, 0.8, 0.8]

C2

[0.2, 0.2, 0.3]
[0.3, 0.5, 0.6] 
[0.1, 0.3, 0.4]
[0.7, 0.7, 0.7]

C3

[0.5, 0.7, 0.8]
[0.2, 0.3, 0.3] 
[0.2, 0.5, 0.5]
[0.3, 0.4, 0.4]

T1 T2 T2
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采用本文所提多阶段双边匹配决策方法进行求

解。首先，由于算例中所有属性都是效益型且评价

范围在 0 和 1 之间，因此不需规范化处理；然后，

根据步骤 2 确定阶段属性权重（见表 5 和 6），依

据步骤 3 考虑不同阶段下决策者的风险态度（投资

商 3 a 的风险态度系数分别为 0.6, 0.2, 0.4；企业 3 a
的风险态度系数分别为 0.2, 0.5, 0.8）计算损益值，

并构建加权损益矩阵；根据步骤 4 计算阶段权重

（w1=0.186 3、w2=0.307 2、w3=0.506 5）；根据步骤

5构建投资商和风险企业的综合优势度（见表 7和 8），

其中， [39]。根据步骤 6 计算双方综合

满意度（见表 9 和 10），依据式（37）~（41）构

建投资双方满意度最大的多目标优化匹配模型，并

利用式（42）进一步转化为单目标模型（为保证公平，

取权系数 w1=w2=0.5），运用 Lingo11.0 软件求解得

X13=X22=X34=1，剩余 Xij=0。
      
 

  
 

  
 
  

表 3 风险企业对投资商的属性期望矩阵

Table 3 Investor attribute expectation matrix for venture enterprises with 

阶段

属性

B1

B2

B3

B4

R1

[0.2, 0.2, 0.2]
[0.5, 0.7, 0.7]
[0.3, 0.4, 0.5]
[0.6, 0.6, 0.8]

R2

[0.3, 0.4, 0.6]
[0.2, 0.2, 0.3]
[0.4, 0.5, 0.7]
[0.2, 0.4, 0.6]

R3

[0.6, 0.7, 0.8]
[0.3, 0.5, 0.6]
[0.1, 0.1, 0.2]
[0.1, 0.1, 0.5]

R1

[0.1, 0.1, 0.3]
[0.5, 0.6, 0.6]
[0.4, 0.7, 0.8]
[0.5, 0.5, 0.5]

R2

[0.5, 0.5, 0.6]
[0.2, 0.5, 0.6]
[0.3, 0.4, 0.5]
[0.7, 0.8, 0.9]

R3

[0.1, 0.4, 0.7]
[0.2, 0.2, 0.2]
[0.4, 0.5, 0.6]
[0.5, 0.5, 0.5]

R1

[0.3, 0.3, 0.6]
[0.2, 0.3, 0.3]
[0.4, 0.4, 0.4]
[0.5, 0.6, 0.6]

R2

[0.5, 0.6, 0.7]
[0.4, 0.5, 0.6]
[0.2, 0.5, 0.6]
[0.3, 0.6, 0.6]

R3

[0.3, 0.6, 0.6]
[0.4, 0.4, 0.6]
[0.4, 0.5, 0.5]
[0.6, 0.6, 0.7]

T1 T2 T2

表 4 风险企业对投资商的属性评价矩阵

Table 4  Investor attribute evaluation matrix for venture enterprises with 

阶段

属性

A1

A2

A3

R1

[0.2, 0.4, 0.4]
[0.4, 0.5, 0.5]
[0.3, 0.6, 0.6]

R2

[0.5, 0.5, 0.6]
[0.4, 0.5, 0.6]
[0.5, 0.6, 0.7]

R3

[0.2, 0.6, 0.6]
[0.5, 0.6, 0.7]
[0.2, 0.5, 0.5]

R1

[0.7, 0.7, 0.8]
[0.4, 0.4, 0.6]
[0.5, 0.6, 0.6]

R2

[0.7, 0.8, 0.9]
[0.4, 0.5, 0.7]
[0.5, 0.6, 0.6]

R3

[0.4, 0.5, 0.6]
[0.2, 0.5, 0.5]
[0.4, 0.5, 0.6]

R1

[0.2, 0.4, 0.5]
[0.3, 0.4, 0.5]
[0.5, 0.6, 0.6]

R2

[0.4, 0.5, 0.6]
[0.7, 0.8, 0.9]
[0.6, 0.6, 0.7]

R3

[0.5, 0.5, 0.6]
[0.1, 0.2, 0.3]
[0.2, 0.3, 0.4]

T1 T2 T2

表 5 投资商的阶段属性权重  

Table 5 Investor stage attribute weight value of 

阶段属性权重

R1

R2

R3

T1

0.163 6 
0.163 6 
0.172 7 

T2

0.121 7 
0.141 0 
0.137 3

T3

0.155 3 
0.197 9 
0.146 8 

表 6 企业的阶段属性权重  

Table 6 Corporate stage attribute weight value of 

阶段属性权重

C1

C2

C3

T1

0.366 7
0.266 7
0.166 7

T2

0.250 0
0.250 0
0.500 0

T3

0.317 1
0.292 7
0.390 2

表 7  企业相对优势度  

Table 7   Corporate relative dominance value of

T1

A1
A2
A3

T2
A1
A2
A3

T3
A1
A2
A3

（B1, B2）
-0.170 3
-0.101 1
-0.207 6

（B1, B2）
-0.101 1
-0.214 1
-0.219 1

（B1, B2）

0.150 3
0.174 9
0.180 0

（B1, B3）
-0.122 4
-0.095 4
-0.150 3

（B1, B3）
-0.095 4
-0.222 5
-0.251 7

（B1, B3）

0.221 1
0.009 2
0.146 6

（B1, B4）
-0.151 5
-0.118 8
 -0.185 9

（B1, B4）
-0.118 8
-0.166 5
 -0.165 3

（B1, B4）
-0.162 9
-0.155 5
-0.175 9

（B2, B3）

0.266 3
0.246 6
 0.322 3

（B2, B3）
-0.246 6
-0.060 6
 -0.123 9

（B2, B3）
-0.162 2
-0.066 1
 -0.046 4

（B2, B4）
-0.174 9
-0.062 4
-  0.208 1

（B2, B4）
-0.062 4
-0.302 7
- 0.323 6

（B2, B4）
-0.176 1
-0.173 8
 -0.193 3

（B3, B4）
-0.089 2
-0.126 1
 -0.109 4

（B3, B4）
-0.126 1
-0.332 0
  0.427 1

（B3, B4）
-0.190 3
-0.160 8
 -0.187 6

表 8 投资商相对优势度  

Table 8 Investor relative dominance value of 

T1

B1

B2

B3

B4

T2

B1

B2

B3

B4

T3

B1

B2

B3

B4

（A1, A2）
-0.099 8
-0.131 2
-0.067 1
-0.099 2

（A1, A2）
-0.131 2
  0.467 5
  0.454 1
  0.505 3

（A1, A2）

 0.301 2
 0.251 2
  0.262 7
  0.252 0

（A1, A3）
-0.116 9
-0.134 4
-0.115 7
-0.125 9

（A1, A3）
-0.134 4
  0.348 7
  0.372 2
  0.350 9

（A1, A3）

  0.153 9
  0.141 1
  0.095 4
  0.160 6

（A2, A3）
-0.060 9
-0.028 8
-0.094 3
-0.077 6

（A2, A3）
-0.028 8
-0.138 4
-0.115 6
-0.160 5

（A2, A3）
-0.115 0
-0.092 4
-0.108 8
 -0.186 3     
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通过求解，确定最优的多阶段匹配方案如下：

投资商 A1 与企业 B3 匹配，投资商 A2 与企业 B2 匹配，

投资商 A3 与企业匹配 B4 匹配。

5.2 比较分析

为了突出本文所提出的双边匹配方法的有效性

和合理性，使用文献 [40] 的方法对上述双边匹配的

第一阶段进行求解。为保证信息一致，使用三角模糊

数及其欧式距离进行计算。其中，由于对比的是单阶

段的双边匹配，不考虑阶段变化的影响，因此忽略阶

段权重，且属性权重与第一阶段属性权重保持一致。

其次，本文算例为一对一匹配，故匹配数目约束条件

与本文保持一致。当不考虑匹配公平性时，匹配结果

为 {( A1, B3), (A2, B2), (A3, B4)}，与本文不考虑阶段权

重的单阶段双边匹配结果完全相同，验证了本文所提

方法的合理性。进一步分析可知，文献 [40] 只能应

用于单阶段的双边匹配之中，无法解决多阶段的双边

匹配问题，证明本文方法的适用性更加广泛。

 6 结论

本文针对多阶段情形下的三角模糊数双边匹配

决策问题，考虑主体损失规避和匹配阶段变化，提出

了一种基于 TODIM 的多阶段双边匹配方法。首先，

定义了三角模糊数的新型距离测度。在此基础上，利

用三角模糊数的新型距离计算期望水平与评价信息

之间的损益矩阵，利用三角模糊数的综合熵值构建优

化模型求取阶段属性权重，利用衰减法计算阶段时间

权重，利用 TODIM 方法构建综合优势度矩阵，利用

极差变化法构建满意度矩阵。进一步，通过构建匹配

优化模型得到双边匹配结果。最后，利用投资商和企

业为期 3 a 的招标算例分析，说明了所提出匹配决策

方法的有效性和合理性。综合来看，本文贡献如下：

1）本文方法思路清晰，操作方便，易于实现，

为匹配决策问题提供了一条新途径。

2）所定义的三角模糊数的新型距离测度考虑了

决策者的风险态度，适应面广，为决策者提供了更多

选择。

3）综合考虑不同主体和阶段对匹配属性的影响，

在三角模糊熵、TOPSIS 思想和极差变换法方法融合

的基础上构建优化模型，进而确定阶段属性权重，思

路合理，避免了权重求取的主观性。

4）考虑不同阶段情形，并依据衰减法计算阶段

时间权重，体现了新信息优先原则，更符合实际。

5）利用 TODIM 方法计算优势度，发挥了两两

比较的优势，避免了选取参照点，为同类问题提供了

一种新思路。

参考文献：

[1] GALE D，SHAPLEY L S. College Admissions and 
the Stability of Marriage[J]. American Mathematical 
Monthly，1962，69(1)：9-15.

[2] FAN Z P，LI M Y，ZHANG X. Satisfied Two-
Sided Matching：A Method Considering Elation and 
Disappointment of Agents[J]. Soft Computing，2018，
22(21)：7227-7241.

[3] LI B，ZHANG Y X，XU Z S. The Aviation Technology 
Two-Sided Matching with the Expected Time Based 
on the Probabilistic Linguistic Preference Relations[J]. 
Journal of the Operations Research Society of China，
2020，8(1)：45-77.

[4] CHEN X，WANG J，LIANG H M，et al. Hesitant 
Multi-Attribute Two-Sided Matching：A Perspective 
Based on Prospect Theory[J]. Journal of Intelligent & 
Fuzzy Systems，2019，36(6)：6343-6358.

[5]  FLEINER T，IRVING R W，MANLOVE D F. 
Efficient Algorithms for Generalized Stable Marriage 
and Roommates Problems[J]. Theoretical Computer 
Science，2007，381(1/2/3)：162-176.

[6] KLAUS B，KLIJN F. Median Stable Matching for 
College Admissions[J]. International Journal of Game 
Theory，2006，34(1)：1-11.

[7] ROTH A E. On the Allocation of Residents to Rural 
Hospitals：A General Property of Two-Sided Matching 
Markets[J]. Econometrica，1986，54(2)：425-427.

[8] LI M Y，FAN Z P，LI B，et al. A Matching Method 
for Second-Hand Goods Exchange Considering Loss 
Aversion of Buyer and Seller in E-Brokerage[J]. Soft 
Computing，2021，25(10)：7041-7057.

[9] 万树平，李登峰 . 具有不同类型信息的风险投资商与

表 9 投资商综合满意度矩阵

Table 9 Investor comprehensive satisfaction matrix

with

A1

A2

A3

B1

0.654 5
0.405 8
0.281 1

B2

0.946 8
0.666 5
0.726 0

B3

1.000 0
 0.658 8
 0.651 9

B4

0.388 0
0.388 0
 0.466 7

表 10 企业综合满意度矩阵  

Table 10   Corporate comprehensive satisfaction matrix

with 
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