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一类流感模型的动力学分析与数值模拟

赵思远，汤 琼，瞿民凯，王美云

（湖南工业大学 理学院，湖南 株洲 412007）

摘　要：研究了一种具有抗病性的 SEIR 流感模型，利用求再生矩阵最大特征值的方法计算了模型的基

本再生数，并证明了当 Rc<1 时只有无病平衡点，且无病平衡点局部渐近稳定；当 Rc>1 时，方程组存在唯一

的地方病平衡点。构造了 Lyapunov 函数证明了地方病平衡点的全局稳定性，且利用有限元法进行了数值模拟，

模拟结果与理论分析结果相吻合，并与 Runge-Kutta 法进行了对比分析，为传染病分析提供了一个新思路。
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A Dynamic Analysis and Numerical Simulation of a Certain Influenza Model

ZHAO Siyuan，TANG Qiong，QU Minkai，WANG Meiyun
（College of Science，Hunan University of Technology，Zhuzhou Hunan 412007，China）

Abstract：A study has been made of a SEIR influenza model with disease resistance in this paper, followed by a 
calculation of the basic reproduction number of the model by using the method of finding the maximum eigenvalue of 
the reproduction matrix. It is testified that under the condition of Rc<1, there is only a disease free equilibrium point, 
with the disease free equilibrium point locally asymptotically stable. When Rc>1, there is a unique endemic equilibrium 
point in the equation system, with Lyapunov function constructed to confirm the global stability of the endemic 
equilibrium point. For the first time, the finite element method is used for a numerical simulation, which is consistent 
with the theoretical analysis. Meanwhile, when compared with the Runge-Kutta method, the proposed process provides 
a new method for the analysis of infectious diseases.
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流行性感冒是由流感病毒传播引起的一种常见的

传染病，从古至今未曾断绝，20 世纪初出现的西班

牙大流感所导致的病亡人数甚至远超第一次世界大战

所致。尽管人们采取了各式各样的措施以预防或遏制

流感的传播，但是每年仍有数以十万计的人因流感而

死亡。不同于麻疹等传染病，流感能够通过变异产生

新的毒株，这也使得流感一直未能被消灭，因此，流

感病毒的传播动力学一直属于热门研究领域之一 [1-8]。
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2017 年，崔玉美等 [2] 对传染病模型基本再生数的几

种导出方法进行了综述，分别从基本再生数的定义、

初始时刻染病者的单调性、正平衡点的存在性、无病

平衡点的局部稳定性，以及数值模拟角度给出了基本

再生数的导出方法。其中，定义法导出基本再生数

仅适用较为简单的传染病模型，而以初始时刻染病

者的单调性导出的基本再生数不是一个精确的结果，

相较而言，以无病平衡点的局部稳定性导出的基本再

生数简洁明了。

N. H. Khanh[1] 在 2016 年提出了一类具抗病性的

流感模型，在这个模型中，易感人群的输入值为一个

不受外在影响的定值，但实际情况往往并非如此，基

于此，本文拟对这一点进行改进，使其更符合实际情

况。对于基本再生数的计算，通过求解无病平衡点处

的基本再生矩阵 [2] 特征值的方法导出，本文在进行无

病平衡点的稳定性分析时，根据其在无病平衡点处的

Jacobian 矩阵特征值进行判断 [3-4]，而地方病平衡点

的稳定性则通过构造合适的Lyapunov函数进行分析。

对模型进行动力学行为分析时 [5-8]，首次用有限元法

进行数值模拟 [9-10]，确定模板结果与理论分析结果一

致，然后与 Runge-Kutta 法进行对比，判定有限元法

的优越性。

1 模型的建立

将人群分为 4 类，分别是易感者 S、潜伏者 E、
传染者 I 和康复者 R，并做如下假设：

1）潜伏期的病人可以传染流感；

2）人口输入由新生人口及外来人口组成，与总

人口成比例；

3）模型只考虑人口的自然死亡率，不考虑流感

致死。

流感模型由如下常微分方程系统描述：

                            （1）

式中：Λ为人口输入率；β为流感病毒传播率；μ为

人口自然死亡率；ε为潜伏者变为传染者的转化率；

γ为传染者康复的康复率；所有参数均为正。

将常微分方程组（1）左右相加有

                                            。

此时将 4 种人口的比例 s、e、i、r 作为新变量，则有

S=sN，E=eN，I=iN，R=rN。故有

         ，

可得 ，同理可得其他 3 个方程，

故新的常微分方程组为

                                   （2）

由模型实际含义，仅在区域

中讨论上述模型的动

力学行为。

2 模型的动力学分析

2.1 基本再生数

令 i=0，得模型的无病平衡点为 P0=(1, 0, 0, 0)，
根据无病平衡点的局部稳定性导出基本再生数 [3]：

       ， ，

式中： 为新感染的个体比率矩阵； 为转移的个体
比率矩阵。

　　从而有

          ， ，

可得：

              ，

故基本再生数为

            。

2.2 稳定性分析

定理 1 当 Rc<1 时，模型（2）无地方病平衡点，

且无病平衡点局部渐近稳定。

当流感未爆发时有 e=0、i=0、r=0，令模型的右

边等于 0 则可得 s=0，故无病平衡点 P0=(1, 0, 0, 0)。
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地方病平衡点满足如下方程组：

                      （3）

由方程组（3）中第 4 个方程有

                                 ， 
由方程组（3）中第 3 个方程有

                            ，

将上式代入方程组（3）第 2 个方程有

         ，
将方程组（3）的前两个方程相加有

                      ，

将 s* 代入上式得： 。

故当 Rc<1 即 β(γ+ε+Λ)<(ε+Λ)(γ+Λ) 时，e*<0，此

时无地方病平衡点。

流感模型的微分方程组在无病平衡点 P0=(1, 0, 0, 0)
处的 Jacobian 矩阵为

     。

故 Jacobian 矩阵的特征方程行列式为

      。

式中： ；

；

。

当 Rc<1 即 β(γ+ε+Λ)<(ε+Λ)(γ+Λ) 时，λ3λ4>0，且

 。 

不妨设此时 λ3λ4 ≥ 0，即 β≥ (ε+Λ)(γ+Λ)，则有

  ， 

即 。

显然矛盾，故 λ3+λ4<0。故当 Rc<1 时，由 λ3λ4>0 且

λ3+λ4<0，可知 λ3<0，λ4<0。
故当 Rc<1 时，无病平衡点 P0 局部渐近稳定。

定理 2 当 Rc>1 时，模型（2）有唯一一个地方

病平衡点，且地方病平衡点全局渐进稳定。

当 Rc>1 即 β(γ+ε+Λ)<(ε+Λ)(γ+Λ) 时，e*>0，故此

时有唯一一个地方病平衡点；接下来在区域 D 内讨

论流感模型的地方病平衡点稳定性，因微分方程组中

前 3 个方程与 r 无关，故只需考虑如下子方程稳定性。

                                   （4）

由方程组（3）可得：

                                           （5）

令 、 、 ，代入方程组（4）可得：

                   （6）

此时可以构造如下 Lyapunov 函数：

  ，

V 函数为正定函数。对 V 函数求导，有

   

令 ，即 ，则有

   

    

由几何平均数与算数平均数的关系可知：
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                    。 

故 ，由 Lyapunov 稳定性定理可知地方病平

衡点全局渐进稳定。

3 有限元法求数值解

对式（2）用连续有限元法 [10]，在区间 上

考虑一次元 ，其中

记 ，再令

          ， 

则有

                                      （7）

对式（2）两边积分得：

       

再将式（7）代入上式得：

   

                                                                            （8）
由方程组（8）第 4 个方程得：

       ；

由方程组（8）第 3 个方程得：

    ；

将方程组（8）第 1、2 个方程左右分别相加，再将上

两式代入得：

将第二个式子代入方程组（8）中第二个方程得

令  ，

  ， 

               

        

    

则有

                    （9）
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与定理 1 结果一致，即当 Rc<1 时，无地方病平衡点，

无病平衡点局部渐近稳定。这也表明可以通过减少传

染率来控制疾病传播。

图 2 为利用 Runge-Kutta 法画出来的当 Rc>1 和

Rc<1 时的潜伏者与传染者随时间的变化曲线，图 3
为不同步长下两种方法的偏差图像，由图 2 和 3 的模

拟结果可明显看出，有限元法随着步长增大无多大偏

差，结果较为稳定，而 Runge-Kutta 法在步长增大以

后结果出现了较大偏差，说明在较大步长情况下有限

元法更具优越性。

赵思远，等　　一类流感模型的动力学分析与数值模拟第 3 期

可得 ， 

根据式（9）得：

 

                                                                          （10）
选取 Λ=0.015、β=0.22、ε=0.15、γ=0.1、h=0.1，

此时 Rc=3.072>1。在这种情况下，通过数值模拟，可

得如图 1 所示的有限元法潜伏者与传染者曲线。

由图 1 可以看到潜伏者与传染者最终趋于某个正

数（见图1a），这意味着疾病将持续存在，形成地方病，

与定理 2 结果一致，即 Rc>1 时存在唯一的地方病平

衡点且其全局渐进稳定。若将流感病毒的传播率减少

为 β=0.6，其它的不变，则 Rc=0.873<1，在这种情况

下，通过数值模拟，可以看到潜伏者与传染者随时间

增大而逐渐趋于 0（见图 1b），这意味着疾病消亡，

a）Rc>1

b）Rc<1
图 2 Runge-Kutta 法模拟潜伏者与传染者曲线

Fig. 2 A simulation of the curves of latent person and infectious 
person by using Runge-Kutta methods

b）Rc<1 

a）Rc>1

a）有限元法

图 1 有限元法模拟潜伏者与传染者曲线

Fig. 1 A simulation of the curves of latent person and infectious 
person by using finite element and methods
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4 结论

本文研究了一类具有抗病性的流感模型，并对流

感模型进行了动力学分析和数值模拟，得到以下结论：

1）当基本再生数 Rc<1 时，模型（2）无地方病

平衡点，且无病平衡点是局部渐近稳定的，流感疾病

将消亡。

2）当基本再生数 Rc>1 时，模型（2）有唯一一

个地方病平衡点，且地方病平衡点全局渐进稳定，流

感将持续存在并形成地方病。

3）首次利用有限元法求解流感模型的数值解，数

值模拟结果与理论分析结果相吻合，与 Runge-Kutta 法

对比后证实本文所提方法的优越性，为传染病的分析

提供了一个好方法。
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