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摘　要：主要研究了含有内生性协变量的超高维部分线性模型的重要特征筛选和变量选择问题。首先，

为了消除数据内生性对特征筛选带来的选择性偏差，结合内生性协变量与工具变量的相关结构，给出了一个

区分重要协变量和不重要协变量的充分条件，进而提出一种衡量变量边际效用的特征筛选方法。其次，利用

提出的特征筛选方法，并结合剖面估计思想和两阶段正则估计方法，提出了一种识别重要协变量的变量选择

方法。最后，在一定正则条件下，理论证明了所提出的变量选择方法可以消除数据内生性对变量选择带来的

影响，从而保证了对协变量重要性具有排序一致性。
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Feature Selection of High-Dimensional Partial Linear Models
with Endogenous Covariates
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Abstract：This study is mainly focused on the important feature selection and variable selection of ultra-high 
dimensional partial linear models with endogenous covariates. Firstly, in view of an elimination of the selective 
deviation of data endogeneity on feature selection, combined with the correlation structure of endogenous covariates 
and instrumental variables, a sufficient condition has thus been given to distinguish important covariates from 
unimportant covariates, followed by a proposed feature selection method to measure the marginal utility of variables. 
Secondly, a variable selection method is adopted for the identification of important covariates by using the proposed 
feature screening method, with a combination of the profile estimation idea and the two-stage regular estimation 
method. Finally, under certain regular conditions, the theory proves that the proposed variable selection method helps 
to eliminate the influence of data endogeneity on variable selection, thus ensuring the consistency of ranking the 
importance of covariates.
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0 引言

部分线性模型 [1] 同时含有参数分量和非参数分

量，在对实际问题建模过程中兼具经典参数模型和非

参数模型的优点，目前已被广泛地应用于社会科学、

计量经济学以及生物医学等领域。另外，随着现代数

据收集技术的不断发展，研究者们能够在科学研究的

各个领域以较低成本收集到大量的高维数据。这种

大数据的统计推断过程中，往往会遇到超高维情况，

即数据的维数远远大于样本量，从而导致经典的统计

推断理论将无法直接应用。

目前关于超高维数据的统计推断问题，一般是先

利用一些变量筛选方法，从大量的数据中筛选出一些

重要变量，然后基于所筛选出的重要变量进行统计建

模。关于超高维数据下部分线性模型的变量筛选问

题，杨宜平等 [2] 结合样条方法和 Dantzig 或 Lasso 进

行变量选择和未知参数估计。赖秋楠等 [3] 将超高维

部分线性模型转化为高维线性模型，考虑了协变量间

的相关性，提出了profile贪婪向前回归变量筛选方法。

杨鑫等 [4] 基于 profile 最小二乘方法和保留正则化方

法，提出了新的变量选择方法。但是这些文献均是在

假定超高维数据为外生协变量的情况下进行讨论的。

Fan J. Q.[5]、Lin W. [6] 等指出，在超高维模型中存在

许多可能导致违反外生性假定的因素，例如选择偏

差、测量误差和遗漏变量等。因此对超高维数据统计

建模过程中假定所有变量均为外生协变量是具有限

制性且往往是不现实的。在违反外生性假设时，现有

的基于边际特征筛选方法可能会筛选出那些隐藏的

重要变量，并产生较多的假阳性重要变量。

目前，关于超高维内生性协变量的重要变量选择

问题研究还不多。针对含内生协变量的超高维线性模

型，Fan J. Q. 等 [5] 通过构建惩罚聚焦广义矩法准则

函数，有效实现了降维，并证明了模型存在内生性时，

该方法也具有 Oracle 性质。Lin W. 等 [6] 提出了一个

两阶段正则化框架，通过使用稀疏诱导惩罚函数，

将经典的两阶段最小二乘法（two stage least square，
2SLS）扩展到高维。Hu Q. Q. 等 [7] 提出了一种新的

特征筛选工具来衡量预测变量的边际效用，然后引

入两阶段正则化框架来识别重要的预测变量。但是，

对超高维内生性数据下部分线性模型的重要变量选

择问题目前还没有相关研究。为此，本文在假定部分

协变量为内生协变量的情况下，研究超高维部分线性

模型的重要变量筛选问题。

具体地，结合工具变量调整技术，本文提出了一

种新的重要变量筛选方法。理论上证明了所提出的

筛选方法具有排序一致性。这意味着依据效用测度，

总是可以大概率地将重要变量排在不重要变量之前，

从而保证可以清晰地区分重要变量和不重要变量。

1 基于工具变量调整的重要变量筛

本节中，假定模型中线性部分的维数 p 远远超过

样本量 n，且维数 p 随着样本量 n 呈指数型增长。本

文考虑的部分线性模型结构如下：

   。              （1）

式中：Xi 为 p 维协变量，且

  ；

β为未知参数的 p 维向量，且

                 ；

g(·) 为未知的非参数函数；

Ui 为一维变量；

εi 为模型误差。

由于部分线性模型中： ，即模型中

至少存在一个内生协变量。因此，引入如下工具变量：

               ，                 （2）

式中：Zi 为对应的 q 维的工具变量向量，且

               ；

Γ为 p×q 维的未知参数矩阵，

e 为模型误差，且 e=(e1, e2, …, en)，其中 ei=(ei1, 

ei2, …, eip)T ，且满足 。

综上所述，考虑模型

    ， （3）

满足如下条件：

 。

注意， 意味着模型中至少存在一个

内生协变量。此外，外生协变量可以是工具变量。

假设真参数 β 是稀疏的，即集合 A={ j:βj≠0, 
1≤j≤p} 很小，则本文的目标是估计集合 A。

经典的两阶段最小二乘（2SLS）[8] 和两阶段正

则化（two stage regularization，2SR）[6] 将协变量替

换为它们对工具变量的期望。更具体地说，变量首先

在工具变量上回归，然后响应变量在变量第一阶段的

预测结果上回归。然而，因为变量和工具变量的维度

随着样本量呈指数增长，2SLS 方法和 2SR 方法的性

能分别面临众多工具变量的维度灾难和计算成本的

选方法
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问题。因此，需要探索新的方法来获取集合 A。
注意：如果响应变量在工具变量上进行回归，根

据上述模型（3），可以得到如下模型：

          。            （4）

式中：α是 q×1 维向量，且 α=ΓTβ；
ξi 为新误差，且 ξi=eT

i β+εi。

为了找到一个特征筛选工具来估计活跃集 A，首

先考虑一个例子。在模型（4）中，很容易得到：

另一方面，

结合上面的方程，可以得到：

，
 

进一步展开，得到：

           

                                                                                    （5）

  若 βj=0，则有 ；若 βj ≠0，即

j∈A，下面对 的取值情况进行分析。

  式（5）可表示成

  

记 , ， 并 且 假 设

, ， 其 中，j≠ k，

j∈{1, 2, …, p}, k∈A。
通过这些假设，可以得到如下结论：

1）当 j A 时， ；

2）当 j∈A 时， 。

由 于 Xi=ΓZi+ei, 1 ≤ i ≤ n， 且 Zi 和 ei 是 不 相

关的，因此，可以得到 ，进一步可以得到

。

定义：

， ，1 ≤ j ≤ p。

结合上述分析，可以得到：

假设 , ，其中，

j≠k，j∈{1, 2, …, p }, k∈A。当且仅当 β j=0 时，有

j=0。因此，在上述观察的驱动下，考虑使用 j 作

为特征筛选工具来估计活跃集 A。值得指出的是，本

文的目标是获得一个有用的筛选工具，用于分离活

跃和非活跃预测变量。为了保证 j 可以被用作筛选

工具，并不需要任何的

精确为 0，只需要非活跃预测变量的 j 总是比活跃预

测变量的 j 小，这足以达到给预测变量排序的目的。

因此，可以用一个更弱的条件： , 

j≠k, j∈{1, 2, …, p}, k∈A 代替假设，由此确保 j 是

一个筛选工具。

2 重要变量筛选迭代算法

根据部分线性模型的剖面估计思想，首先假定 β
已知，则模型（1）可被看作是一个非参数回归模型：

         ，              （6）

由 ，有

              ，

经整理得：

      ，

定义： ，

    ，

即 ，则：

                              。

对于非参数 g(u) 可使用局部线性光滑方法构造

其估计量，它能减少 Nadaraya-Watson 核估计的偏差

和 Gasser-Müller 估计的方差，并能够避免核估计的

边界效应，在边界点和内点有相同的收敛速度。设

回归函数 g(u) 在 u 的邻域内有连续的一阶导数，如

果 Ui 在 u 的一个小邻域内，可用一个线性函数局部

地逼近回归函数 g(Ui)，有：

  ，

式中 a、b 为回归系数。

因为假定 β已知，可通过极小化下式加权最小二

乘目标函数求 a 和 b，

，

式中：Kh(·)=K(·/h)/h ，其中 K(·) 为核函数，h 为窗宽，
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且 h>0。
记 为 a 的估计，经简单计算得：

                 ，

式中：

，

其中 。 

因此，有

            ，

式中：wni(·) 为权函数，且 。

基于该权函数，可以分别定义 和

的局

部线性估计如下：

                     

接下来，使用两阶段方法获取 j 的样本估计量。

给定一个来自 {X ,  Z ,  Y} 的随机样本 {X i,  Z i,  Yi}。
为了便于表述，假设样本预测变量都是标准化的，

即 ，其中，Xij 表示

Xi 的第 j 个元素。

接下来设计两阶段方法。

1）第一阶段。当响应变量在工具变量上回归时

得到预值 ，其中 是 a 的估计值。因为工具变量

的数量随着样本量呈指数级增长，所以大多数变量

选择方法可能会失效或面临巨大的计算挑战。因此，

需要一个特征筛选程序来筛选变量。响应变量在工具

变量上回归时，工具变量就是外生变量，可以使用现

有的特征筛选程序来筛选变量，例如：准确独立排序

筛选（sure independent ranking and screening，SIRS）[9]。

工具变量的活跃集记作：B={k=1, 2, …, q:αk≠0}。Bs

是通过筛选过程得到的估计活跃集，d=|Bs| 是 Bs 的大

小。则第一阶段估计量由正则化方法定义为

    。

式中：pλ(·) 为惩罚函数；λ为调和参数，且 λ≥ 0。

例如，在 Lasso[10] 中，作者选择了

作为惩罚函数。通过使用 Lasso 或其他变

量选择方法可以得到估计值 和 。Y 的预测值由

组成。

注意到 ，因

此，在第一阶段可以得到如下模型：

        ，            （7）

式中：Γ T
A 是由矩阵 Γ T 中与 A 对应的列向量构成的

矩阵。

为 了 保 证 模 型（7） 有 意 义， 显 然 需 要

，这意味着 ，其中，

IVA 表示所有解释变量 Xj, j∈A 的工具变量。假设

cov(Xj, Xk)=0，j≠k，j∈{1, 2, …, n}，k∈A，可得：

，其中，IVj 为包括所有解释
变量Xj 的工具变量（instrumental variable，IV）。因此，

当 Γtj ≠0 且 βj ≠0 时，αt=Γtjβj ≠0。这意味着，解释

重要变量的工具变量肯定是第 1 阶段中的活跃变量，

即 IVA ZB。此外，βj 越大，at 越大，这使得变量更

容易在第一阶段被选择出来。因此，解释重要变量的

工具变量更容易被选择出来。注意到：如果 Γtj 很小

（即 Zt 是 Xj 的弱工具变量），那么 at 会很小，而小

的 at 可能会影响选择结果。因此，上面提出的程序

更加倾向于强工具变量。

值得注意的是，没有必要对解释非活跃预测变量

的工具变量做出任何条件假设。因此，所有非活跃预

测变量都可以使用一个工具变量，即使这个工具变量

非常弱，这意味着虽然预测变量 X 是高维的，但工

具变量 Z 并不需要是高维的。通常情况下，要求工

具变量的数量应不小于用于识别的预测变量的数量，

但是，系数的识别对筛选目标并不重要。即使系数不

确定，仍然可以确定活动回归量。因此，当工具变

量的维度不太高时，可以忽略第 1 阶段的特征筛选。

从理论上讲，当工具变量的维数小于样本量时，可以

使用“普通最小二乘法”代替变量选择过程。

2）第二阶段。以第一阶段的预测值 代替

Z Ta，可以得到 j 的估计值：

                      ， 

式中： ，Zit 表示 Zi 的第 t 个元素。

总之，建议将所有候选预测变量 Xj 根据 j 从大

到小的顺序进行排序，然后选择排名靠前的作为活跃

预测变量，具体定义如下：
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                ，

式中，ψn 是给定的阈值参数。

值得注意的是，无论模型中是否存在内生协变

量，本文所提出的筛选程序都是可行的。

3 理论结果

本节将讨论所提出的筛选程序的理论性质。下列

条件是为了方便技术证明，尽管它们可能不是最弱的

条件。

C1）随机误差 e 的条件。给定为

 。

C2）协变量 X 的条件。给定为

式 中：λmax(D) 和 λmin(D) 分 别 为 矩 阵 D 最 大 和 最

小的特征值；Ej 是一个 |A|×|A| 的矩阵，对所有

有 。|A| 是 A 的大小， 

表示 Xj 在 XA 中的排名。为了简单起见，当 D 是

一个数时记为 D，仍然使用符号 λmax(D) 和 λmin(D)，
在这种情况下，它们都等于 D。

C3）工具变量 Z 的条件。

C3-a）存在正常数 K1、K2 和 κ，使得

            ；

C3-b）

式中 ，其中 ΩB(Y) 是 1×|B| 维

向量，包括所有Ωt(y), t∈B，

。

C3-c）线性条件为

。

C3-d）对于一些 φ0>0，所有满足

的 α，有以下式子成立：

                ，

式中： 是 Z 的总体协方差，|B| 是 B 的大小。

C4）活跃集 A 和 B 之间的关系为

                          。

条件 C2 描述了预测变量之间的相关性。更具体

地说，C2 中不等式左侧的项测量了 XA 中的活跃预

测变量和 XΘ 中的非活跃预测变量之间的相关性，右

边的项评估了 XA 中的活跃预测变量之间的相关性。

对这种情况作如下评论：首先，C2 对活跃变量之间

的相关性没有任何要求；其次，可以验证，当 XA 和

XΘ 不相关时，条件 C2 可以替换为更弱的条件。因

为 XA 和 XΘ 不相关时， j=0（j∈Θ），只需要个别

的活跃变量 的信号强度，这显然是比条件

C2 更弱的条件。条件 C3-a 中，工具变量的尾部分布

是克莱默型大偏差的常规技术要求。例如，工具变

量 Zk(1 ≤ k ≤ n) 是正态或亚高斯分布，就有 κ=2。
使用 SIRS（第一阶段的筛选部分）需要条件 C3-b 和

C3-c，细节具体见文献 [9]。当工具变量的维度不高，

无法使用变量选择方法 ( 如 Lasso) 处理时，这些条

件可以忽略不计。条件 C3-d 是 Lasso 估计中 l1 误差

界的正则 相容条件。基于条件 C3-d， 相容条

件也大概率成立，其中 是样本协方差矩阵 ZZT/n, 

Z=(Z1, Z2, …, Zn)[11]。条件 C4 是为了保证模型（7）
有意义。

接下来，介绍所提出的筛选程序的理论性质，这

些理论性质是新筛选方法的主要理论基础。

定理 1 在条件 C1、C2、C4 下，有如下不等式

关系成立：

                          。

定理 1 表明，通过对效用测度 j（j=1, 2 , … , n）
进行排序，从理论上总可以将活跃变量排在非活跃变

量之前。

定理 2 在C1~C4条件下，如果有

，对任意固定的 a>0, a′>0，对所有的

τ>0，存在常数 R1, R2, R3, R4 和 δτ，使得：

   
，

进一步记 ，此时，存在一个常数

，使得：
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式中：d=|Bs|，δτ 和 分别取决于 τ和 ；R1、R2、

R3、R4 取决于 τ、 、φ0、ξ 的协方差 σ2
ξ、

以及 的大小。

定理 2 表明，通过对效用测度的估计 j ( j=1, 
2 , … , n) 进行排序，可以使得活跃变量以指数级速

度渐近趋于 1 的概率排在非活跃变量之前。

4 定理证明

定理 1 的证明 基于模型（3）和模型（4），设

为真系数，可以得到：

     

式中：βA 由所有的 βj，j∈A 组成；eT
A 由所有的 eT

j, 
j∈A 组成。

由于 Xj=ΓZj+ej，其中 Zj 是 Z 的第 j 列，基于条

件 C1，可以得到：当 j∈Θ时， ；当

j∈A 时， 。因此，如果 j∈Θ，
则有

。

 

另一方面，如果 j∈A，可以得到：

 

，

式中：Rj 是一个 |A|×|A| 矩阵，对所有 s ≠ j′，t≠ j′，

有 和 ，|A| 是 A 的大小，j′表示 Xj

在 XA 中的排名。因为 λmin(C)xTx ≤ xTCx ≤ λmax(C)xTx
适用于任何对称矩阵 C 和向量 x ≠ 0，故此处不等式

成立。根据条件 C2，可以直接得到定理 1 的结果。

定理 2 的证明 为了提高可读性，将证明分为如

下两个主要步骤。

步骤 1 首先

。

注 意 到： 和 ， 基 于 h(x)=x2

的 连 续 性， 对 每 一 个 τ>0， 存 在 δ>0， 使 得：

，因此，对于所有的 j，可

以得到：

            ， 

即 。

对于 ，因为：

和 ，可得：

 

注意：
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式中 。

是第一阶段 SIRS 后的 Lasso 估计量，根据 P. 
Bühlmann 等 [11] 的推论 6.8，在条件 C3 的第二部分

和 ，其中 ，则 相容性条

件也成立。其次，根据条件 C3 的第一部分，可以得

到存在正常数 K3、K4、K5，对所有的 t 有

 。

因此，存在常数 ，使得：

                   ，

其中， 。根据 P. Bühlmann 等 [11] 的结论，

对于任意 t>0， ，在条件 C3
下，对于 λ≥8λ0，存在一些常数 ，使得：

    ，

式 中， 取 决 于 φ0 和 的 大 小。 选 择 t 使 得

，则有

    ，

因此，选择 ，可得：

  
。

 

基于文献 [9] 中的定理 2，可以得知存在一些常

数 ，使得：

             。

另一方面：

可得：

 

  。

因此，

，

然后，得到：

其中，δt=δ是强调 δ取决于 τ，
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     ，

          ， ， 。

步骤 2 接下来证明

。

根据假设 ，有

     

。

令 ，利用步骤 1 即可得定理 2 的结果。

5 结语

针对超高维内生协变量的变量选择问题，结合内

生协变量和工具变量的相关结构，提出了一种新的用

于超高维线部分线性工具变量回归模型的两阶段特

征筛选方法，其中内生协变量和工具变量的维数可以

随样本量呈指数级增长。理论结果表明，该特征筛选

方法在排序上具有一致性。

本文只考虑了工具变量的各分量之间相关性较

弱的情况。当工具变量的各分量之间存在高度相关性

时，可以使用 Hu Q. Q. 等 [12] 给出的条件特征筛选程

序来处理。然而，在对内生性协变量的工具变量调

整过程中，如何事先确定一个工具变量的备选集合，

然后从中筛选重要的工具变量，是当前内生性数据

统计建模中常遇到的难题之一。另外，值得进一步

研究的问题是如何在不事先假定模型结构的前提下，

完全基于内生变量与工具变量的相关结构来构造特

征筛选方法。这些问题都有待进一步深入研究。
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