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摘　要：针对 LFC 系统的渐近稳定性问题，建立了系统矩阵中含 PID 参数的时滞 LFC 系统数学模型，

通过选取时滞乘积型 Lyapunov-Krasovskii 泛函，并应用扩展的逆凸二次不等式方法对泛函导数进行界定，

得出一个具有更低保守性的 LFC 系统鲁棒稳定新判据。最后，结合实例进行了实验仿真，仿真结果验证了

所提出新判据的有效性和优越性。
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Abstract：In view of a solution of the problem of asymptotic stability of LFC system, a mathematical model has 
thus been established of time delay LFC system with PID parameters in the system matrix. By selecting Lyapunov-
Krasovskii functional of delay product type, the functional derivative can be defined with the extended inverse convex 
quadratic inequality method adopted, thus obtaining a new criterion of robust stability for LFC systems with a lower 
conservation. Finally, an experimental simulation is carried out with given practical examples, with the simulation 
verifying verify the effectiveness and superiority of the proposed new criteria.
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1 研究背景

随着电力市场化的不断发展，电力运行规模日益

扩大，运行特性曲线日趋复杂，依靠传统的专用通

信网络进行信息交换与监测的方式，已经无法满足

现代电网中的信息交换与监测的动态性与实时性需

求，而要掌握大数据量的实时动态信息，负荷频率控

制（load frequency control，LFC）系统必须借助近年

发展起来的基于相量测量单元（phasor measurement 
unit，PMU）[1] 构 成 的 广 域 测 量 系 统（wide area 
measurement system，WAMS）[2] 实现。WAMS 的出

现为现代互联电网的稳定性研究提供了新思路，但

同时带来了新问题——网络时滞问题 [3-4]。网络时滞

往往存在于下发控制信号的前向通道与收集测量信

号的反馈通道当中，它的存在会使 LFC 系统的稳定

性变差、控制效率降低，甚至会使电网运行不稳定，

从而造成重大的停电事故等，严重影响经济社会的发

展，所以研究网络时滞问题对于确保 LFC 系统的稳

定运行具有重要的现实意义。

频率是衡量电能质量的一个重要指标，为了使电

力系统供给侧频率和需求侧频率保持动态平衡，目

前常采取的方法是基于广域通信网络的频率控制法，

其主要包括频率信号的采集、调度中心信号的处理和

指令的生成，以及信号的下发和终端的响应 [5]。目前，

研究时滞电力系统稳定性的分析方法主要为时域法。

虽然频域法是一种经典的分析系统稳定性的方法，可

以通过求解系统的特征根来判定系统的稳定性，但

是系统的特征根一般不易求解，尤其是在分析高阶

复杂系统时，其计算非常复杂。由于频域法存在上

述缺点，所以用控制系统理论来分析系统稳定性时，

时域法更受青睐。而时域法的研究目标主要集中在计

算出系统保持稳定前提下的最大时滞稳定裕度，从而

设计出性能优越的控制器，使系统具有良好的时滞鲁

棒性。LFC 系统的控制策略较多，主要有自适应控

制、模糊控制、人工智能控制、鲁棒控制与滑膜变结

构控制等 [6]，为了解决系统中存在的时滞问题，很多

已有研究都是基于这些控制策略来展开的。基于线

性矩阵不等式（linear matrix inequality，LMI）理论，

文献 [7] 研究了考虑时间延迟现象且系统中含不确定

性参数的神经网络系统的被动性问题，其通过选取

Lyapunov 泛函与利用自由权矩阵方法，以线性矩阵

不等式的形式有效地利用内点法进行求解，得出了神

经网络系统的时滞相关被动条件。文献 [8] 针对具有

时变延迟现象的网络控制系统进行了研究，详细推

导了具有状态反馈网络控制系统的数学模型，充分

考虑了系统参数的不确定性与状态向量之间的关系，

构造出 Lyapunov- Krasovskii 泛函并应用自由权矩阵

积分不等式方法，分析了网络控制系统的稳定性和鲁

棒性。文献 [9] 研究了通信网络中存在的时滞问题和

参数不确定性问题，提出了一种关于 LFC 系统的鲁

棒预测方法。该方法的目的，是在含不确定参数的动

态模型中、有延时环节的系统中和时变模型这类实

际网络中，能更好地实现闭环系统的良好特性。文

献 [10] 研究了具有概率区间时滞电力系统 LFC 问题，

LFC器的设计特别考虑了通信延迟的概率分布特性，

针对这一特性设计了一种基于时滞分布的 PI 控制策

略，采用该控制策略能在保持期望性能的同时，获得

基于 PI 控制增益的 LFC 系统时滞稳定裕度，并通过

实例证明了该调频设计方法的有效性。文献 [11] 基
于 Lyapunov 稳定理论和 LMI 技术，提出了一个改善

计算精度和缩短计算时间的稳定新判据，使其适用于

处理多区域 LFC 系统，并详细分析了不同控制区域

之间时滞稳定裕度与控制增益之间的关系。文献 [12]
将基于 LMI 的时滞相关稳定性分析方法应用于时滞

LFC 系统当中。然而，大规模 LMI 的计算量对这些

方法在实际系统中的应用提出了巨大挑战。针对这一

问题，文章主要对 LFC 系统中的时滞相关稳定性分

析计算方面进行了探讨，利用 LFC 系统中控制环的

对称性和稀疏性改善 LMI 的决策变量数，从而提高

对实际时滞电力系统的计算能力。

本文基于上述成果，从电力系统中的单区域 LFC
系统着手研究，构建考虑网络通信延迟且系统矩阵

中含 PID 参数的 LFC 系统数学模型，结合 Lyapunov
稳定理论分析方法，选取时滞乘积型 Lyapunov-
Krasovskii 泛函，充分考虑了时变矩阵的自由度，并

应用扩展的逆凸二次不等式方法对泛函导数中的积

分项进行精确求解，得出一个改善系统保守性的稳定

新判据。最后，借助实例进行实验仿真，分析了系统

在定常时滞、时变时滞两种时滞类型情况下，系统时

滞稳定裕度与 PI 控制增益之间的关系。通过对比实

验结果，充分证明了本文所提方法的有效性与相比其

它文献的优越性。

文中给定如下标号：Rn×m 与 Rn 分别为实数域的

n×m 阶矩阵空间与 n 维向量空间；Sn 为 n×n 的实对

称矩阵，矩阵的上标“-1”和“T”分别为矩阵的逆

与转置；“*”代表对称矩阵中的对称项；“I”和“0”
分别为合适维度的单位矩阵和零矩阵； diag{…} 为块

对角矩阵； P>0 表示 P 为正定对称矩阵；Sym{X} =
X+XT。
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2 时滞 LFC 系统模型

本文从简化的电网频率调节系统着手分析，其简

化模型如图 1 所示 [13]。

由图 1 可知，LFC 系统模型主要由 5 个子模型

构成，各子模型的传递函数分别如下。

1 ）原动机模型。其简化传递函数为

    。                 （1）

式中：ΔPm 为机械功率变化量；ΔPv 为控制阀开度变

化量；TT 为汽轮机惯性时间常数；s 为复数变量。

2）发电机输入端——负荷端模型 [13]。其传递函

数为

 。        （2）

式中：ΔPd 为负荷端功率变化量；M 为转动惯量；Δf
为系统频率变化量；D 为发电机阻尼系数。

3）辅助 LFC 系统数学模型。目前，电力系统中

的 LFC 大多采用 PID 控制器来实现，其传递函数为

  。          （3）

式中：u 为控制器输出；KP 为控制器比例增益；KI

为控制器积分增益；KD 为控制器微分增益；ACE(s)
为控制误差，定义为 [13]

                       ACE(s)=βΔf(s)，                          （4）
其中 β 为频率偏差，定义为

       ，                               （5）

其中 R 为调速器速度跌落系数。

4）调速系统模型。其系统模型表达式为

       。            （6）

式中：ΔPC 为系统控制信号；TG 为调速器惯性时间

常数。

5) 时滞环节模型。时滞常用指数函数 e-sh 表示，

h 表示时滞大小。

由上述表达式（1）~（6）并结合图 1，可得时

滞 LFC 结构框图，如图 2 所示 [14]。

由图 2 选择的状态变量 x(t) 与输出变量 y(t) 如下：

                        （7）

由此，可得系统状态空间模型如下：

             （8）

式中：w(t)=ΔPd；u(t-h(t))=ΔPC(t)；A、B、F、C 均为

矩阵，且

  

。

系统中的 PID 控制器为

    ， （9）

定义系统的虚拟状态变量与输出变量如下：

          （10）

由于矩阵 CB=0，故系统（8）和控制器（9）可

转化为如下静态输出反馈系统：

             （11）

图 1 电网频率调节系统简化模型

Fig. 1 A simplified model of power grid frequency
regulation system

图 2 考虑时滞的 LFC 结构框图

Fig. 2 Block diagram of LFC structure with time delay
taken into consideration
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式中：矩阵 、 、 、 、 与 K 分别给定为

上述系统可简化为如下时滞线性系统：

    。      （12）

式中：矩阵 。

设系统平衡点为 ，即满足如下关系式：

      。          （13）

令 ，矩阵 。
式（12）减去式（13）可得：

  。           （14）
式（12）~（14）中：h(t) 为时变时滞函数，并且满

足 h(t) ∈[0, h]、  的关系；Af 与 Adf 均为系统

矩阵，且

  ，           （15）

 。        （16）

于是，时滞线性系统数学模型的一般形式可以表

述为

              （17）

式中： 为 t∈[-h, 0) 上的连续初始向量值函数，

代表系统的初始状态。

3　系统稳定新判据

3.1　主要引理

为获得本文主要结论，给出如下 3 个引理。

引理 1[15]　给定实对称矩阵 R>0(R∈Sn)，存在标

量 a、b(a<b) 和向量值函数 ω(s)：[a, b]→Rn，则有以

下积分不等式成立：

。

式中：

                 

其中， ，

   

引理 2[16] 给定实对称矩阵 R>0(R∈Sn) 和标量

α∈ (0, 1)，若存在实对称矩阵 X1、X2、X3、X4 ∈Sn 和

任意实矩阵 Y1、Y2、Y3、Y4 ∈Sn，且满足如下不等式：

     

（18）

则不等式（19）成立。

       。       （19）

式中：T1=(1-α)X1+α(1-α)X3；

    T2=αY1+(1-α)Y2+α2Y3+ (1-α)2Y4；

    T3=αX2+α(1-α)X4。

引 理 3[17] 给 定 函 数 l(x)=a2x
2+a1x+a0， 其 中

x∈[0，h]，且 α2、α1、α0∈ 。如果以下不等式得到满足：

i) l(0)＜0，
  ii) l(h2)＜0，

  iii) ，

  iiii) ，

则 l(x)＜0 成立。

3.2 主要结论

本研究应用时滞乘积型 Lyapunov-Krasovskii，并

且结合扩展的逆凸二次不等式技术，推导出一个考虑

通信延迟并且系统矩阵中含 PID 参数的 LFC 系统稳

定新判据。

为了简化计算，定义如下向量和矩阵：



35刘晓桂，等　　含 PID 参数的时滞 LFC 系统鲁棒稳定性分析第 1 期

下面，推出以下稳定新判据。

定理 1 给定标量 μ 和 h(h>0)，若存在实对称矩

阵 Q1(∈S4n)>0、Q2(∈S4n)>0、P11>0、P12>0、P21>0、
P22>0、Z>0，任意矩阵 Y1、Y2、Y3、Y4∈R3n×3n 和实

对称矩阵 X1、X2、X3、X4∈S3n，在满足时滞约束条

件 0 ≤ h(t) ≤ h， 时，有以下 LMI 成立：

                         P11+h(t)P12>0，                           （20）
                     P21+(h-h(t))P22>0，                        （21）
                      α2ψ2+αψ1+ψ0≤0，                        （22）
                    h2(t)γ2+h(t)γ1+γ0≤0，                      （23）

则系统方程（17）是渐近稳定的。

式（22）中：

     

其中，
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证明 构建如下 Lyapunov-Krasovskii 泛函 

（24）

式中：P1(t)=P11+h(t)P12；P2(t)=P21+(h-h(t))P22。

当 P1(t)>0、P2(t)>0、Q1>0、Q2>0 和 Z>0 时，该

泛函正定，即 V(t)>0。
对 V(t) 沿着系统轨迹进行求导运算，可得：

基于引理 1，可以将式（25）中最后一个积分项

转换为

   

（26）

又基于引理 2，式（26）中的逆凸项可以被处理为

（27）

式中：

综合式（25）~（27）可以得出：

      。      （28）

式中 γ0、γ1 和 γ2 在定理 1 中已被定义。

因此，在满足约束条件0≤h(t)≤h和 时，

如果有 h2(t)γ2+h(t)γ1+γ0＜0 成立，则 ＜0，所以系

统方程（17）是渐近稳定的，证毕。

定理 2　给定标量 μ 和 h(h>0)，若存在实对称矩

阵 Q1(∈S4n)>0、Q2(∈S4n)>0、P11>0、P12>0、P21>0、
P22>0、Z>0，任意矩阵 Y1、Y2、Y3、Y4∈R3n×3n 和实

对称矩阵 X1、X2、X3、X4∈S3n，在满足时滞约束条

件 0 ≤ h(t) ≤ h， 且满足不等式（20）与（21）

时，有以下 LMI 成立，

                ψ0≤0，                                （29）
            ψ2+ψ1+ψ0≤0，                          （30）

                                     （31）

                                          （32）

                               γ0≤0，                                （33）
                      h2γ2+hγ1+γ0 ≤0，                        （34）

                                                     （35）

                                       （36）

则系统方程（17）是渐近稳定的。

4 实例仿真

针对文献 [18] 中提出的 PID 控制器的时域性和（25）
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鲁棒性与两个参数有关的结论，本文探讨了系统矩

阵中 PID 参数的选取对 LFC 系统稳定性的影响。根

据文献 [12, 17] 中给出的参数值（D=1.0、R=0.05、
TG=0.10、M=10 和 TT=0.3），并结合系统矩阵参数式

（15）（16），利用 Matlab 中的 LMI 工具箱进行实

验仿真，分析了系统矩阵方程在定常时滞（μ=0）和

时变时滞（μ=0.5）两种不同时滞类型情况下，PI 控
制增益与 LFC 系统时滞稳定裕度之间的关系，所得

仿真结果分别列于表 1 和 2 中。

表 1 (KP, KI) 分别取不同值时的时滞稳定裕度 hmax (μ=0) 
Table 1 Delay stability margin hmax with (KP, KI) taking different values respectively (μ=0)

KP

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

KI

本文

8.161
8.557
7.249
6.857
0.564

0.2

文献 [20]
7.615
6.273
4.770
2.731
0.563

文献 [19]
6.535
5.384
3.958
2.125
0.522

0.4 0.6 0.8 1.0

本文

3.792
3.980
3.825
2.916
0.515

文献 [20]
3.784
3.472
2.734
1.542
0.515

文献 [19]
3.320
2.832
2.130
1.221
0.482

本文

2.312
2.425
2.281
1.249
0.463

文献 [20]
2.309
2.330
1.871
1.048
0.463

文献 [19]
2.108
1.912
1.475
0.881
0.438

本文

1.552
1.622
1.461
0.727
0.410

文献 [20]
1.550
1.605
1.331
0.726
0.410

文献 [19]
1.440
1.385
1.098
0.667
0.392

本文

1.078
1.118
0.947
0.550
0.361

文献 [20]
1.077
1.116
0.933
0.550
0.360

文献 [19]
1.016
1.017
0.827
0.519
0.348

KP

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

KI

本文

7.832
8.059
3.249
0.888
0.484

0.2

文献 [20]
6.303
4.550
1.890
0.608
0.417

文献 [19]
5.783
3.967
1.543
0.572
0.391

0.4 0.6 0.8 1.0

本文

3.625
3.726
3.203
0.774
0.448

文献 [20]
3.212
2.578
1.090
0.562
0.390

文献 [19]
2.956
2.176
1.029
0.524
0.365

本文

2.197
2.244
1.761
0.658
0.409

文献 [20]
1.948
1.683
0.842
0.509
0.360

文献 [19]
1.838
1.461
0.787
0.471
0.338

本文

1.459
1.472
1.068
0.552
0.369

文献 [20]
1.272
1.108
0.684
0.452
0.329

文献 [19]
1.201
1.011
0.624
0.417
0.309

本文

0.997
0.990
0.726
0.462
0.329

文献 [20]
0.853
0.768
0.554
0.395
0.300

文献 [19]
0.783
0.696
0.502
0.365
0.280

表 2 (KP, KI) 分别取不同值时的时滞稳定裕度 hmax (μ=0.5) 
Table 2 Delay stability margin hmax with (KP, KI) taking different values respectively (μ=0.5)

为了能更好地展示本文方法的优越性，定义平均

改善率公式 AI 如下：

 [（hmax 本文-hmax 文献 [20]）/hmax 文献 [20]]/25。  

                                                                                  （37）
式中 i、j 的取值依次为 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0。

当系统处于定常时滞（μ=0）类型情况下，根据

表 1 中提供的实验数据，并利用式（37）可以计算出

系统的时滞稳定裕度平均改善率为 17.9%，这说明在

降低系统保守性方面，本文给出的方法相比文献 [20]
给出的方法具有明显的优越性。

同理，根据表 2 中的实验数据可以得出，系统处

在时变时滞（μ=0.5）类型情况下，系统的时滞稳定

裕度改善率能达 39.1%。

为了进一步验证上述实验数据的准确性，利用

Matlab 中的 Simulink 工具箱建立系统数学模型，

选取 KP=0.6、KI=0.6、μ=0，且系统时滞稳定裕度

hmax=2.281 s 时，观察系统频率偏差的收敛性，从而

说明系统是否处在稳定状态。不同时滞稳定裕度下的

系统频率偏差响应曲线如图 3 所示。

从图 3 可以看出，当 hmax=2.281 s 时，系统的频

率偏差呈收敛状态，这说明系统是稳定的；但是收敛

速度非常慢，快速性降低，这正好体现了应用本文方

法计算出来的系统时滞稳定裕度值更接近于理论值，

充分证明了应用本文方法使系统的保守性得到了极

大改善，体现了所提方法的正确性。

图 3 KP=0.6，KI=0.6， μ=0，hmax=2.281 s 时的

系统频率偏差

Fig.3  System frequency deviation response curves with 
hmax=2.281 s, KP=0.6，KI=0.6 and μ=0
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另外，从表 1 和表 2 中列出的实验运算结果可

以看出，当系统处在相同时滞类型而不同控制增益

KP、KI 时，系统时滞稳定裕度 hmax 随着控制增益

KP、KI 取值的不同而不同：当比例增益 KP 一定时，

时滞稳定裕度随着积分增益 KI 的增大而呈减小的变

化趋势；当积分增益 KI 一定时，这种情况较复杂，

时滞稳定裕度 hmax 随着比例增益 KP 的增大呈先增大

后减小的变化趋势。图 4 展示了应用本文方法得出

的系统时滞稳定裕度 hmax 与控制增益 KP、KI 取值之

间的关系（μ=0）。由图 4 可知，时滞稳定裕度 hmax

随 KP、KI 取值的变化而变化。同样，当给定相同控

制增益 KP、KI 而不同时滞类型时，系统时滞稳定裕

度 hmax 的数值也会不同。

通过对以上仿真结果的讨论与分析，可以得出如

下一致结论：当 LFC 系统处在定常时滞和时变时滞

两种时滞类型情况下，应用本文提出的方法能有效改

善系统的保守性，并且与其它文献结果相比，具有明

显的优势。

5　结语

本文研究了考虑通信延迟且系统矩阵中含 PID
参数的 LFC 系统鲁棒稳定性问题。通过构建系统矩

阵中含 PID 参数的时滞 LFC 系统数学模型，选取时

滞乘积型 Lyapunov-Krasovskii 泛函，并应用扩展的

逆凸二次不等式方法等数学处理技巧，对泛函导数进

行了精确界定，推导出一个改善系统保守性的时滞相

关鲁棒稳定新判据。最后，借助数值实例进行实验仿

真，分析了系统处在定常时滞和时变时滞两种时滞类

型情况下，比例增益 KP、积分增益 KI 与 LFC 系统时

滞稳定裕度 hmax 之间的关系，通过实验仿真的验证以

及将实验结果与其它文献对比后发现，本文方法具有

明显的优越性。
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