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摘　要：地基附加应力解析方法是地基稳定性分析的关键，目前工程中普遍采用基于半无限连续线弹性

体理论力学分析地基附加应力，然而地基土体并非连续线弹性体，而是由大量大小相差悬殊的颗粒无序堆积

而成的散粒体。因此，首先考虑地基土散体介质特征，建立了基于竖向矩形均布荷载作用下的地基附加应力

改进计算方法，并验证了其合理性；在此基础上，基于正交试验设计方法分析了竖向均布荷载大小、内摩擦

角、颗粒不均匀系数等参数对地基附加应力的影响规律。结果表明，影响附加应力的因素按其影响程度由大

至小依次为荷载大小、颗粒不均匀系数、内摩擦角，且附加应力随颗粒不均匀系数和内摩擦角的增加而减小，

随外加荷载的增大而增大，而其增量随荷载增大而逐渐减小。
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Abstract：Due to the fact that the analytical method of foundation additional stress is the key of foundation 
stability analysis, the mechanical analysis of foundation additional stress based on semi-infinite continuous linear 
elastomer theory is widely used in engineering currently. However, the soil is not continuous line-elastic materials, but 
granular materials with particles of different sizes and disorderly arrangement. Therefore, with the characteristics of 
foundation soil bulk medium taken into consideration, an improved calculation method of foundation additional stress 
under vertical rectangular uniformly distributed load has thus been established, with its rationality to be verified. On 
this basis, by adopting the orthogonal experimental design method, an analysis has been made of the effects of vertical 
uniformly distributed load, internal friction angle and particle non-uniformity coefficient on the additional stress of 
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foundation. The results show that the factors affecting the additional stress include the load size, particle non-uniformity 
coefficient and internal friction angle in a descending order. What’s more, the additional stress decreases with the 
increase of particle non-uniformity coefficient and internal friction angle, while increases positively with the applied 
load, with its increment decreasing gradually with the increase of load.

Keywords：subgrade；additional stress；bulk medium characteristics；orthogonal test

0 引言

地基在外荷载作用下的应力分布是基础工程设

计的重要依据 [1]。目前，工程中普遍运用弹性力学理

论 [2-4] 计算地基土体的附加应力，该方法假定地基土

体是均匀和各向同性的弹性介质体。然而实际上地基

土体并非连续弹性介质体，而是由若干大小相差悬殊

的细小颗粒堆积而成的碎散体，其工程力学性质更加

接近于散体介质 [5-6]。可见，建立考虑土体散体特征

的地基附加应力解析方法是岩土工程亟待解决的关

键问题，这正是本文研究的出发点。

目前，基于弹性力学理论的附加应力解析解

（Boussinesq 解 [2]、Mindlin 解 [3]、Flamant 解 [4] 等）

在工程中应用广泛，而针对不同的工程环境和外荷载

条件，国内外学者们在经典附加应力解析解的基础上

进行了适当的改进，并建立了梯形荷载 [7]、轴对称山

体荷载 [8] 作用下，路基 [9-10]、桥头 [11] 等工程背景下，

地基土体内部的任意一点 [12] 等，可应用于不同工况

的地基附加应力解析解，但经典的解析方法及其改进

解析方法的研究，均是以地基土体为连续均匀弹性体

为假设前提的。

众多学者认为，土体是由大量土石颗粒组成的散

粒集合体，其应力传递机理、响应机制以及分布规律

等均与连续弹性介质不同，于是，一些考虑土体散体

介质特征的附加应力解析方法应运而生。学者们采用

试验探究 [13-17]、离散元数值模拟 [18-20] 等多种方法对

地基附加应力传递及其分布规律进行了探讨，并且进

一步研究了其理论解析方法 [21-24]，这为工程应用提

供了有力的依据。

韦珊珊 [13] 采用声波测试技术、刘源等 [14] 采用光

弹试验、J. M. Erikson[15]、蒋红英等 [16] 采用压痕试验、

Wang C. D. 等 [17] 采用模型试验，分别探究了散体介

质在竖向静荷载作用下的附加应力传递机理及分布

规律，均认为散体介质附加应力传递的扩散范围比连

续介质（外荷载作用下附加应力扩散范围为半无限空

间）的要窄小；C. Goldenberg 等 [18-20] 采用离散元数

值模拟，探究了散体介质在外荷载作用下的应力响应

机制，均认为散体介质在外荷载作用下的应力是通过

颗粒间的接触和相互作用而向下扩散传递的，散体介

质内部形成了明显强弱有别的力链，且其应力扩散范

围为以荷载作用域为顶面的锥体；此外，代志宏等 [21]

考虑颗粒粒径、胶结力、静水压力等因素对土颗粒单

独进行受力分析，建立了附加应力分析的细观模型；

蒋红英等 [22] 引入概率理论，建立了二维有序散体介

质的附加应力传递模型；廖智强等 [23] 考虑土颗粒无

序排列的复杂性，建立了地基附加应力的概率论解析

解；曹文贵等 [24] 将附加应力传递范围视为半无限锥

体，推导了竖向圆形均布荷载作用下的地基土附加应

力解析解。

上述关于散体颗粒介质的附加应力传递及其分

布规律的研究，为地基附加应力解析方法的进一步

发展指明了方向。因此，贺敏 [20] 在已有研究的基础

上，考虑了土体颗粒的力学性质、外荷载大小等因

素，对地基土附加应力传递机理及其分布规律展开了

初步研究，提出了考虑散体特征的地基土附加应力

解析方法。然而，该方法建立的竖向矩形均布荷载

作用下的地基附加应力二维积分隐式解，不便被应

用于工程实践中，因此，本文拟在此研究的基础上，

考虑地基土体的散体介质特征，建立基于 Boussinesq
解的竖向矩形均布荷载作用下，地基附加应力的改进

计算方法，并且对此进行参数分析，以进一步探究地

基土附加应力的分布规律。

1 竖向均布荷载作用下的附加应力
二维积分表达式

竖向均布荷载作用下，考虑散体介质特征的地基

附加应力二维积分隐式解析解参见文献 [20]。
1.1 附加应力响应范围的边界分析模型

通过 PFC（particle flow code）数值模拟分析，

综合考虑土颗粒大小级配、土颗粒相互作用及外加荷

载等因素，分析各因素对地基附加应力响应的影响规

律，建立如图 1 所示竖向均布荷载作用下附加应力响

应范围的边界分析模型。
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竖向均布荷载作用下地基附加应力响应范围边

界分析模型，采用边界曲线上某点到荷载作用域边缘

的水平距离 Δr 来描述，其计算式如下：

     

式中：z 为双曲线上某点到荷载作用域边缘的竖向距

离（m）；φ 为土体内摩擦角（rad）；q 为均布荷载

（MPa）；Cu 为土体颗粒不均匀系数；βi （i=0, 1, …, 
9）为参数，其取值如表 1 所示 [20]。

1.2 集中荷载作用下的附加应力

将附加应力响应范围内的土体视为整体，引入

Love 位移函数，用弹性力学方法推导，得竖向集中

荷载下地基附加应力分量解析解如式（2）所示。

                                                                                    （2）
式中：σx、σy 分别为附加应力所求点 M 的 x、y 方向

的水平正应力；σz 为附加应力所求点 M 的竖向正应

力；F 为集中荷载；(x，y，z) 为所求点 M 的坐标；μ
为土体泊松比；

                        ；                          （3）

                 ；                   （4）

                  ；                      （5）

          。             （6）
1.3 竖向均布荷载作用下的附加应力

基于应力叠加原理，将竖向均布荷载作用域划分

为若干微元，视微元上的荷载为集中荷载，将若干集

中荷载在点 M 处所产生的应力叠加，即为均布荷载

在点 M 处所产生的附加应力。以最常见的矩形均布

荷载为例，以矩形荷载作用域的任一角点为坐标原

点，建立直角坐标系，对集中荷载作用下的地基附

加应力在荷载作用域内进行面积积分，如图 2 所示，

即可得到竖向矩形均布荷载作用下附加应力分量二

维积分表达式，如式（7）所示。

 

   

                                                                            （7） 

图 1 均布荷载下地基附加应力响应范围的边界分析模型

Fig. 1 Boundary analysis model of the additional stress 
response range of the subgrade under a 

uniformly-distributed load

（1）

表 1 边界分析模型参数取值

Table 1 Parameter values of boundary analysis model

β0

-4.70 
β1

7.99 
β2

0.36
β3

32.16
β4

-0.53 
β5

-2.54
β6

-52.07
β7

4.54
β8

0.38 
β9

0.66

图 2 竖向矩形均布荷载作用下附加应力计算模型

Fig. 2 Analysis model of additional stress under a vertical 
rectangular uniformly-distributed load



23贺 敏，等　　地基附加应力改进计算方法及其规律分析第 5 期

式中：l 为荷载作用域长；b 为荷载作用域宽；qdξdη
为微元集中力 dF，其中，0<ξ<b，0<η<l；

                                                        （8）

               ；               （9）

                   ；                （10）

   。     （11）

2 竖向矩形均布荷载作用角点下的
附加应力解析解

为便于积分，取竖向矩形均布荷载作用域角点下

M 点（位于直角坐标系 z 轴上），则 x=0，y=0，代

入式（7）和（8），可得

      

                                                                                   （12）
下面以水平附加应力和竖向附加应力为例，推导

二维积分表达式的附加应力显式解析解。

2.1 水平附加应力分量的推导

式（12）中，水平附加应力 经过整合后的表

达式如下：

       

     

                                                                          （13）    
对 η 积分并整理后，得式如下：

 

                                                                          （14）
令 ξ=g(z)tan t，dξ=g(z)sec2 tdt，代入式（14）并

整理后，可得：

     

                                                                          （15）

令 β = sin t，dβ = cos tdt，cos2t = 1-β2，

，代入式（15）并整理后，可得：

对 β 和 ξ 积分并整理后，可得：

（16）
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令 m=l/b，n=g(z)/b，代入式（17）并整理后，可得：

（18）

式（18）即为考虑散体特征的竖向矩形均布荷载

作用角点下水平附加应力分量的显式表达式。

2.2 竖向附加应力分量的推导

式（12）中，竖向附加应力 σz 经过整合后，其

表达式如下：

。

对 ξ 积分并整理后，可得：

      

（20）

 

令 η=g(z)tan t，dη=g(z)sec2tdt，代入式（20）并整理后，

可得：

       

（21）  

令 β=sin t，dβ=cos tdt，cos2t=1-β2，代入式（21）
并整理后，可得：

  

　　

对 β 积分并整理后，可得：

令 m=l/b、n=g(z)/b，代入式（23）并整理后，可得：

      

（24）

 

式（24）即为考虑散体特征的竖向矩形均布荷载

作用时，角点下竖向附加应力分量的显式表达式。

2.3 附加应力的解析解表达式

由上述公式推导可知，竖向矩形均布荷载作用

时，角点下竖向附加应力的解析解如下：

   （25）

（17）

（23）

（22）

（19）
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式中：m=l/b；n=g(z)/b；g(z) 见式（1）与式（3）；

Δt 见式（10）；Δk 见式（11）。

式（25）即为考虑散体特征的竖向矩形均布荷载

作用时角点下附加应力的解析解。

3 显式解析解的合理性验证

本研究是在考虑散体特征的地基附加应力隐式

解析解 [20] 的基础上，推导得到的显式解析解（见上

文中式（25））。而且文献 [20] 采用室内模型试验

和 PFC 颗粒流数值模拟试验，已经对隐式解的合理

性和适用性进行了验证。研究结果表明：文献 [20]
的方法与 Boussinesq 解相比更接近试验监测值，这

是由于 Boussinesq 解将地基土体视为半无限的线弹

性连续介质，未考虑地基土物理力学参数以及荷载大

小对附加应力响应范围的影响，而文献 [20] 的方法

将地基土体视为散体介质，考虑了土体物理力学参数

对附加应力响应范围及其解析解的影响，理论上更加

符合实际情况。

下面将对比分析本文推导得到的显式解析解（见

式（25））与文献 [20] 中隐式解（见式（12））以

及 Boussinesq 解，在竖向矩形均布荷载中心线上的

竖向附加应力 σz 的计算结果，以验证本文显式解析

解的合理性和可行性。

由于式（25）为竖向矩形均布荷载角点下附加应

力的解析解，因此，需采用“角点法”确定矩形均布

荷载中心线上的竖向附加应力 σz。本研究中将矩形均

布荷载划分为 4 个小矩形，计算一个小矩形在角点下

产生的附加应力，再乘以 4 即可得到矩形的竖向附加

应力值。文献 [20] 中的模型试验参数设置如下：荷

载作用域的尺寸 l×b 为 0.3 m×0.3 m，泊松比 μ 为

0.2，内摩擦角 φ 为 35°，颗粒不均匀系数 Cu 为 10，
所求点埋深 z 分别为 0, 0.25, 0.50, 0.75, 1.00 m，均布

荷载大小分别为 50, 100 kPa。据此参数，按式（25）、

文献 [20] 中隐式解和 Boussinesq 解分别计算矩形均

布荷载中心线上的竖向附加应力 σz，所得结果如图 3
所示。

由图 3 可以得知，以本文推导得到的竖向矩形均

布荷载作用下地基附加应力改进解析方法计算得到

的附加应力随深度的分布形态，与 Boussinesq 解计

算得到的分布形态基本相同，即在荷载中心线上的

附加应力均随着深度的增加而逐渐递减。由此可知，

本文推导的显式解析解合理且可行，是一种考虑散体

介质特征的竖向矩形均布荷载作用下地基附加应力

改进计算方法。

4 各因素对附加应力的影响规律分析

由式（25）可知，地基附加应力与基础尺寸、点

的位置（x 轴、z 轴坐标）、荷载 q 大小、土体内摩

擦角 φ、不均匀系数 Cu 等因素有关，为了深入研究

地基附加应力的响应机制，下面将以竖向附加应力 σz

为例，探究各因素对附加应力的影响规律，包括参数

分析和极差分析。

4.1 参数分析

本研究针对外加荷载大小、土体内摩擦角、不均

匀系数等对荷载中心线上的竖向附加应力 σz 进行参数

分析，探究各因素对竖向附加应力的影响规律。

各影响因素依据工程实际情况选取 3 个不同的水

平值，如表 2 所示。

a）q=50 kPa

b）q=100 kPa  
图 3 不同方法的竖向附加应力对比分析曲线

Fig. 3 Comparative analysis curves of vertical additional 
stress with different methods adopted

表 2 各因素水平 
Table 2 Levels of various factors

因素水平

I
II
III

φ/(°)
35
40
45

Cu

12
15
18

q/ MPa
0.05
0.10
0.15



26 湖　南　工　业　大　学　学　报  2022 年

在分析某个参数的影响规律时，其他参数均选取

第Ⅱ水平值作为参数分析常量。此外，基础长边 l 为
2 m，短边 b 为 1 m，泊松比 μ 取 0.2，所求点埋深 z
分别取 0, 0.5, 1.0, 2.0 m 共 4 个水平值。

下面依据表 2 设置的参数，分析荷载中心线上各

点竖向附加应力 σz 随深度的分布规律，所得参数分

析结果如图 4 所示。

 

由图 4a 和 4b 所示规律曲线可以得知，同一深度

处的竖向附加应力随着内摩擦角和不均匀系数的增

大而逐渐减小。这是由于附加应力在地基土中的扩

散范围是随内摩擦角和不均匀系数的增加而增大的，

根据静力平衡原理，附加应力扩散范围的增大，会导

致附加应力值减小，这也证明了本文所得出附加应力

解析解的合理性。

由图 4c 可以得知，同一深度处的竖向附加应力

随外加荷载的增大而逐渐增大，而其增量随外加荷载

的增大而逐渐减小，这是由于附加应力在地基土中的

扩散范围是随外加荷载的增加而逐渐增大的，根据静

力平衡原理，附加应力扩散范围的增大会在一定程度

上缓解附加应力的增大。

由以上分析可知，竖向均布荷载作用下地基竖向

附加应力随内摩擦角和不均匀系数的增大而逐渐减

小，随外加荷载的增大而逐渐增大，其增量随外加荷

载的增大而逐渐减小。

4.2 极差分析

为探究各因素对附加应力响应的影响程度，确定

影响附加应力的各因素主次顺序，下面采用正交试验

设计方法，对各因素水平下的竖向附加应力 σz 展开

极差分析。

本正交试验包括荷载大小、土体内摩擦角和不均

匀系数 3 个分析指标，每个指标有 3 个水平，因此，

此正交试验设计方案如表 3 所示。

依据设定的正交试验方案，计算得到各方案竖向

矩形均布荷载作用下，中心线上深度 z=1 m 处点的竖

向附加应力值（见表 3）。

下面依据表 3 中各方案的竖向附加应力结果，对

各因素进行极差分析。

依据式（26）确定各因素水平下竖向附加应力 σz

（见表 3）的平均值 ：

                   。                    （26）

式（26）中： 为各因素第 i ( i 分别为 I、II、III）
水平下的竖向附加应力 z 的平均值； zij 为各因素第

i 水平对应的 3 种方案中的第 j ( j= 1, 2, 3）方案的竖

c）外加荷载的影响规律

图 4 竖向附加应力的参数分析曲线

Fig. 4 Parameter analysis curves of vertical additional stress

a）内摩擦角的影响规律

b）颗粒不均匀系数的影响规律

表 3 正交试验方案及其附加应力解

Table 3 Orthogonal test scheme with its 
additional stress solution

方案

1
2
3
4
5
6
7
8
9

φ/(°)
I (35)

I
I

II (40)
II
II

III (45)
III
III

Cu

I (18)
II (15)
III (12)

I 
II
III
I 
II
III

q/ MPa
I (0.05)
II (0.10)
III (0.15)

II
III
I

III
I
II

σz / MPa
0.032
0.059
0.091
0.040
0.055
0.040
0.038
0.032
0.048



27贺 敏，等　　地基附加应力改进计算方法及其规律分析第 5 期

向附加应力。

各因素水平下，竖向附加应力 σz 平均值 的极

差 L 由下式确定：

     。  （27）

  由式（27）获得的各因素水平下竖向附加应力 σz

平均值的极差，如表 4 所示。

由表 4 可以得出如下结论：影响竖向矩形均布荷

载作用下地基竖向附加应力的因素，按其主次顺序依

次为 q、Cu、φ。

5 结论

地基土体为大量土颗粒无序排列的散体介质，因

此，竖向荷载作用下地基土中附加应力向下、向外扩

散传递，且其应力响应范围为以荷载作用域为顶面的

锥体，该锥体边界形状与外荷载、土体内摩擦角和颗

粒不均匀系数大小密切相关。据此，本文建立了考虑

散体介质特征的竖向矩形均布荷载作用下，地基附加

应力的改进计算方法，并且对附加应力解析解进行了

参数分析和极差分析：

1）本研究在均布荷载作用下地基附加应力通用

解析方法的基础上，采用二维积分，推导出竖向矩

形均布荷载作用下地基附加应力的显式解析解，建

立了考虑散体特征的地基附加应力的改进计算方法，

该方法考虑了荷载大小和土体物理力学性质等众多

因素的影响；

2）将本研究得到的解析解和文献 [20] 的解析解

以及 Boussinesq 解计算得到的附加应力进行了对比

分析，验证了本研究给出的解析解的合理性和可行

性，可为基础工程设计提供有力依据；

3）通过对本研究中解析解的参数分析和极差分

析结果可知，影响附加应力的因素按其影响程度由大

至小依次为荷载大小、颗粒不均匀系数、内摩擦角，

且附加应力随颗粒不均匀系数和内摩擦角的增大而

减小，随外加荷载的增大而增大，其增量随荷载增大

而逐渐减小； 
4）本研究中考虑的散体介质特征，更适用于粗

粒土地基，而对于细粒土地基，其适用性有待进一步

证明；

5）对于多层地基，各层土体的物理力学性质及

力学参数不同，暂时无法直接使用本解析解，后续将

对此展开相应研究。
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