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一类分数阶食饵 - 捕食者系统的动力学分析
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（湖南工业大学 理学院，湖南 株洲 412007）

摘　要：研究了一类食饵具有密度制约和避难所的 Holling-II 型分数阶食饵 - 捕食者系统的动力学性质，

通过定性分析方法讨论了系统解的存在唯一性、非负性和有界性，分析了平衡点存在的条件以及各类平衡点

的局部渐进稳定性，并通过数值仿真验证了有关结论的正确性。
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A Dynamic Analysis of a Fractional Order Prey-Predator System

ZHANG Xueyou，ZHAO Wei，ZHAO Yulin
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Abstract：A research has been conducted on the dynamic properties of Holling-II fractional order prey predator 
system with density constraints and shelters, followed by an inquiry into the existence, uniqueness, non-negativity and 
boundedness of the system solution with the qualitative analysis method adopted, as well as an analysis of the conditions 
for the existence of equilibrium points and the local asymptotic stability of various equilibrium points, with the validity 
of the relevant conclusions verified by a numerical simulation.
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0 引言

食饵 - 捕食者关系是自然界中普遍存在的一种

物种间相互作用的基本关系，相关学者建立了大量的

生物种群模型来揭示具有不同功能反应的食饵 - 捕

食者相互作用关系。因此，探讨生物种群系统的运行

规律以及人类对生态系统的开发利用策略，具有十分

重要的意义和实践价值 [1-3]。同时，随着种群生态动

力学以及分数阶微分方程理论的发展，分数阶生物微

分系统的研究已成为当前生物数学研究领域中的热

点之一，许多学者对此做了大量的研究工作 [4-10]。本

文在已讨论的两种群整数阶生物模型的基础上，研究

如下一类食饵具有密度制约和避难所的 Holling-II 型
分数阶食饵 - 捕食者系统：
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    （1）

式中：x 为食饵的种群密度；

y 为捕食者的种群密度；

a 为食饵的内禀增长率；

b 为食饵的密度制约系数；

c 为捕食种群的捕食强度；

d 为捕食者的死亡率；

e 为营养转化率；

p 为捕食者的处理时间；

r 为食饵的增长率；

t 为时间；

θ为捕食者的捕获率；

m 为在避难所中的食饵种群的比例，0<m<1；
mx 为避难所保护的食饵数量；

(1-m)x 为捕食者能捕获的食饵数量；

为区间 [0, t] 上的 Caputo 分数阶导数，其中

β为分数阶导数的阶数， ；

本文在各参数满足一定条件下，讨论系统（1）
解的存在唯一性、非负性、有界性以及平衡点的稳定

性等问题，同时利用 Matlab 软件进行数值仿真检验。

1 预备知识

定义 1[9] 设 β>0，函数 f(t) 定义在区间 [a, +∞)
上 n 阶可导，则函数 f(t) 的 β阶 Caputo 分数阶导数

定义为

   ，

其中 n=[β]+1，n-1< β≤ n，[β] 表示 β的整数部分；  
Γ(·) 为 Gamma 函数。

引理 1[7, 10] 设系统

               ，                （2）

满 足 初 始 条 件 ， 其 中 ， 且

， 。若 f(t, x) 对 x 满足局

部 Lipschitz 条件，则系统（2）在 上存在

唯一解。

引理 2[4, 7] 设 p(t) 为 上的连续函数，并

且有

                  

其中 ， 且 λ≠0，t0>0 为初始时刻。

则有

         ，

其中 Eβ 是 Mittag-Leffler 函数，即

             ， 。

引理 3[4, 10] 令 ， 假 设 对

， 和 ，则 。

引理 4[4, 10] 设 A 是有界闭集，对分数阶微分方程

                      ，                        （3）

其中 ，若 具有连续的一阶

导数，且满足条件 ，则系统（3）

从 A 中的一个点出发的解将永远保留在 A 中。又设

，且M是Q的最大不变集，

则当 时，每一个从 A 出发的解 x(t) 将收敛到 M。

特别地，若 M={0}，则当 时， 。

引理 5[6, 7] 设 ，分数阶微分系统

                                       （4）

有平衡点 ，当且仅当雅可比矩阵

                          

在平衡点 的所有特征值 λ1 都满足条件

时，系统（4）的平衡点 是局

部渐进稳定的。

引理 6[4, 7] 设 ，则系统 的

平衡点为鞍点，当且仅当该系统的特征方程至少有一

个特征根 λ1 满足 ，且至少有一个特征

根 λ2 满足 。

2 系统动力学分析

2.1 解的存在唯一性、非负性和有界性

定理 1 当 t ≥ 0 时，对任何初值条件

及正常数 w，系统（1）存在唯一解 
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，其中

         。

证明 记 ，定义

和 映射 ，其中

     

则对任意 ，有

     

其中

，

。

因此

  ，

所以系统（1）对于任意的 都满足局部

Lipschitz 条件。由引理 1 可得系统（1）的解存在且

唯一。定理 1 得证。

定理 2 系统（1）的所有解都是非负的，对于

任意的初值条件 都成立，其中

         。

证明 要证系统（1）的解的非负性，即证对任

意 t ≥ 0 都有 x(t) ≥ 0。
显然 t=0 时，x(0)>0。
下证当 t>0 时，有 x(t) ≥ 0。
假设存在 t1>0 使得 x(t1)<0，由 x(t) 的连续性和

x(0)>0，则 ，使得 x(t2)=0。记 t3=min{t2>0：

x(t2)=0}，则当 t=t3 时，有

       
（5）

此外，由 t3 的定义以及 x(0)>0 可得，当

时，有 x(t) ≥ 0。

令 z(t)=-x(t)， ， 则 z(t3)=0 且 z(t)<0，

。

由引理 3 得 ，即 ，这

与等式（5）相矛盾。所以不存在 t1>0 使得 x(t1)<0。
即对任意 t ≥ 0 都有 x(t) ≥ 0。

类 似 地， 可 以 证 明， 对 任 意 t ≥ 0 都 有

y(t) ≥ 0。定理 2 得证。

定理 3 集合

 

是系统（1）的一个正不变集。

证明 构造函数 W(t)=ex(t)+y(t)，于是有

            

则有

            。

由 W(0)=ex(0)+y(0)>0，根据引理 2 可得

 

                                                                            （6）
根 据 Mittag-Leffler 的 函 数 性 质 可 以 得 知，

对 所 有 t ≥ 0 都 成 立。 所 以 当

时，有 。

由引理 4 可得，系统（1）从 A 中的一个点出发

的解，永远保留在 A 中，所以集合 A 是系统（1）的

一个正不变集。定理 3 得证。

定理 4 集合

 

是关于系统（1）的全局吸引集，对于任意的初值条

件 都成立，且系统（1）的一切解

都是有界的。

证明 由定理 3 可知，对于任意给定的初始条件

，若是满足 ，则

系统（1）的解总包含在集合 A 中。

由 Mittag-Leffler 函数的性质可知，当 时，

函数 。
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由 不 等 式（6） 可 知， 如 果 初 始 条 件 满 足

， 则 当 时， 有

。

由引理 4 可得，系统（1）的全部解都收敛于集

合 A。进一步可以得出集合 A 是一个全局吸引集。显

然，A 同时也是一个有界集，因此系统（1）的全部

解是有界的。定理 4 得证。

2.2 平衡点的局部稳定性

令 且 ，可得系统（1）

的平衡点为 P0=(0, 0)、 、P2=(x2, y2)，其中：

                    
，

        。

通过计算，可求得系统（1）对应的 Jacobi 矩阵

       ，

其中 。

显然平衡点 P0 总存在。由于 a、b 是正参数，

所以平衡点 P1 也总存在。对于正平衡点 P2，要满足

x2>0、y2>0，即满足条件 时，正平

衡点 P2 存在。

定理 5 系统（1）的平衡点P0=(0, 0)是一个鞍点。

证明 在 平 衡 点 P0=(0, 0) 处， 系 统（1） 的

Jacobi 矩阵为 ，其特征方程为

，

解得特征根为 λ1=ra，λ2=-d。

因为 ， ，则由引理 6

可得平衡点 P0 是一个鞍点。定理 5 得证。

定理 6 系统（1）的平衡点在

时是鞍点，在 时是局部渐进稳定的。

证明 在平衡点 处，系统（1）的

Jacobi 矩阵为

      ，

其特征方程为

  ，

解得其特征根为

          。

因 ，当

时， ，由引理 6 可得平衡点

P1 是一个鞍点；当 时，

，由引理 5 可得平衡点 P1 是局部渐

进稳定的。定理 6 得证。

在平衡点 P2 处，系统（1）的 Jacobi 矩阵为

，

其中 ，

其特征方程为

   ，

其中

，

。
 

所以系统的特征根可表示为

    ，

    。

从而得到以下结论。

定理 7 如果系统（1）满足下列条件之一：

1） 且
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；

2） ；

3） 且

；

那么系统（1）的正平衡点 P2 是局部渐进稳定的。

证明 当条件 1）满足时，显然 λ1<0, λ2<0，从

而有

             

由引理 5 可得，正平衡点 P2 是局部渐进稳定的。

当条件 2）满足时，λ1 与 λ2 是一对共轭复根，且

Re(λ1)=Re(λ2)<0，Im(λ1)=-Im(λ2)>0。可求得

，

由引理 5 可得，正平衡点 P2 是局部渐进稳定的。

当条件 3）满足时，λ1 与 λ2 是一对共轭复根，且

Re(λ1)=Re(λ2)>0，Im(λ1)=-Im(λ2)>0。可求得

   ， 

。

由引理 5 可得，正平衡点 P2 是局部渐进稳定的。

注 如 果 系 统（1） 满 足 ， 且

，此时 λ1 与 λ2 是一对共轭纯虚根，则

              ，

由引理 6 可得，正平衡点是局部渐进稳定的。

定理 8 如果系统（1）满足下列条件之一：

1） ， ；

2） ， ，

且 ；

3） ， ，

且 ；

那么系统（1）的正平衡点 P2 是鞍点。

证明 当条件 1）满足时，有 λ1>0、λ2<0，则有

， 。

由引理 6 可得，平衡点 P2 是鞍点。

当条件 2）满足时，显然 λ1>0、λ2<0 ，则有

， 。

由引理 6 可得，正平衡点 P2 是鞍点。

当 条 件 3） 满 足 时， 显 然 λ1>0、λ2<0， 则 有

， 。

由引理 6 可得，正平衡点 P2 是鞍点。

定理 9 当 时，如果系统（1）满

足下列条件之一：

1） ，

且 ；

2）

且 ；

那么系统（1）的正平衡点 P2 是不稳定的。

证明 当条件 1）满足时，显然 λ1>0、λ2>0，则

， ，

因此系统（1）的正平衡点 P2 是不稳定的。

当条件 2）满足时，λ1 与 λ是一对共轭复根，且 
Re(λ1)=Re(λ2)>0，Im(λ1)=-Im(λ2)>0，可求得

   ，

，

因此系统（1）的正平衡点 P2 是不稳定的。

3 数值仿真

用 Matlab 进行数值仿真，以验证本研究所得结

论的正确性。

对系统（1）的参数赋值如下：r=2.5，a=0.5，
b=1，c=0.2，d=0.15，e=0.6，θ=3.5，p=1。
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1）当 β=1（即整数阶生物系统情形），且食

饵无避难所的种群模型。通过计算可得正平衡点

P2=(0.077 0, 0.282 2)， ，

而 且 ， ，

。由定理 7 得，正平衡点 P2=(0.077 0, 

0.282 2) 是局部渐进稳定的。

系统（1）在点 P2=(0.077 0, 0.282 2) 处的仿真结果

如图 1 所示。由图可知，正平衡点 P2=(0.077 0, 0.282 2)
是局部渐进稳定的，与理论结果一致。

 

2）当 β=0.95，食饵无避难所（m=0）的分数

阶种群模型。通过计算可得正平衡点 P2=(0.044 8, 

0.298 3)， 同 时 可 得 ，

， 。由定理 7 得，正

平衡点 P2=(0.044 8, 0.298 3) 是局部渐进稳定的。

系统（1）在点 P2=(0.044 8, 0.298 3) 处的仿真结果

如图 2 所示。由图可知，正平衡点 P2=(0.044 8, 0.298 3)
是局部渐进稳定的，与理论结果一致。

 
   

3） 当 β=0.95，m=0.6 的 分 数 阶 有 避 难 所 食

饵具有密度制约的 Holling-II 型功能反应函数模

型。通过计算可得正平衡点 P2=(0.085 6, 0.304 0)，

，而且 ，

， 。由定

理 7 得，正平衡点 P2=(0.085 6, 0.304 0) 是局部渐进

稳定的。

系统（1）在点 P2=(0.085 6, 0.304 0) 处的仿真结果

如图 3 所示。由图可知，正平衡点 P2=(0.085 6, 0.304 0)
是局部渐进稳定的，与理论结果一致。

 

4）当 β=0.95，m=0.6 时，由定理 5 可知，系统（1）
的平衡点 P0=(0, 0) 是鞍点。系统（1）在点 P0=(0, 0)
处的仿真结果如图 4 所示。由图可知，平衡点 P0=(0, 0)
是鞍点，与理论结果一致。

 

4 结语

本文研究了一类食饵具有密度制约和避难所的

Holling-II型分数阶食饵-捕食者系统的动力学性质，

图 1 系统（1）在点 P2=(0.077 0, 0.282 2) 处的仿真结果

Fig. 1 Simulation results of system (1) with
point P2=(0.077 0, 0.282 2)

图 2 系统（1）在点 P2=(0.044 8, 0.298 3) 处的仿真结果

Fig. 2 Simulation results of system (1) with
point P2=(0.044 8, 0.298 3)

图 3 系统（1）在点 P2=(0.085 6, 0.304 0) 处的仿真结果

Fig. 3 Simulation results of system (1) with
point P2=(0.085 6, 0.304 0)

图 4 系统（1）在点 P0=(0, 0) 处的仿真结果

Fig. 4 Simulation results of point P0=(0, 0) for system (1)
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讨论了系统解的存在唯一性、非负性和有界性，分析

了平衡点存在的条件以及各类平衡点的局部渐进稳

定性，并通过数值仿真验证了有关结论的正确性。

数值仿真结果表明：分数阶种群模型比整数阶种

群模型能更快达到稳定，有避难所种群模型比无避难

所种群模型能更快达到稳定。食饵具有避难所的分数

阶种群模型，比单独具有其中之一的种群模型能够更

迅速地达到稳定。
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