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摘　要：针对含有复杂频率成分声源的辐射问题，首先采用傅里叶变换将时域声源传播的控制波动方程

转化为频域的 Helmholtz 方程；其次，选取多个等间隔的频率点作为采样频率，应用边界单元法求解各特征

频率的 Helmholtz 方程，获得不同位置在各采样频率下的声压；最后，采用离散傅里叶反变换将频域声压幅

值和相位转化为时域声压。边界元方法的应用过程中，在 Helmholtz 方程的常规边界积分方程的基础上，采

用非连续拉格朗日单元对边界进行离散，保持了试函数在节点处的高阶连续性。在设计的两个不同结构内声

场分析的算例下，验证了所提算法的正确性和准确性。
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Abstract：In view of the radiation problem of sound source with complex frequency components, firstly, by 
using Fourier transform, the governing wave equation of sound source propagation in time domain is transformed into 
Helmholtz equation in frequency domain. Secondly, with multiple equally spaced frequency points selected as the 
sampling frequency, the boundary element method is adopted to solve the Helmholtz equation of each characteristic 
frequency, thus obtaining the sound pressure at different positions under different sampling frequency. Finally, the 
amplitude and phase of sound pressure in frequency domain are transformed into time domain by an inverse discrete 
Fourier transform. In the application of the boundary element method, based on the conventional boundary integral 
equation of Helmholtz equation, the boundary is discretized by discontinuous Lagrange element, with the high order 
continuity of the test function at the node maintained as well. The calculation examples of acoustic ?eld analysis in two 
different structures are designed, thus verifying the correctness and accuracy of the algorithm.
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1 背景知识

离心风机出口气动噪声、机械设备运转时摩擦噪

声等声源的主要频率成分在频谱上具有一定宽度，而多

频声源的辐射问题一直是工程师关注的重要问题。适

用于声辐射分析的工程数值方法以边界元法（boundary 
element method，BEM）[1-3]、 有 限 元 法（finite element 
analysis，FEM）[4] 和 矩 量 法（method of moments，
MoM）[5] 为主要代表，其中 BEM 和 MoM 都以边界积

分方程为理论基础，特别适用于无限域的声辐射分析。

边界元法是一种基于边界积分方程为数学基础

的数值分析方法，其边界积分方程能够自动满足无

穷远场的辐射条件，并且仅需要对边界进行离散。

较之其他的数值计算方法，边界元法引入了基本解，

使其具有了解析和数值相结合的特点，从而使其计算

精度相对较高，是一种比较适用于分析声学问题的计

算方法 [6]，目前被广泛应用于求解裂纹问题 [7]、扩散

波问题 [8]、热传导问题 [9] 等。

目前对声学问题的分析主要采用频域法 [10] 和时

域法 [11]，时域类方法具有直接且通用性好的优点，

然而在选择时间步长时会遇到数值不稳定问题。频域

法通过 Helmholtz 控制方程和基本解，推导出边界积

分方程，再将边界积分方程进行线性离散，建立矩阵，

求解线性方程组来获得相应的解 [12]。频域法在频率

成分预判较准确的基础上能够获得较高的计算精度，

通过反变换获得时域解。

目前，数值反变换的方法主要有 Laplace 数值反

变换法 [13-14]，Stehfest 算法 [15]，离散傅里叶反变换

法 [16-18]，工程中常利用 Laplace 数值变换结合边界

元法计算结构动力响应问题，首先需要得到变换域

中的一组所对应的位移和应力，然后通过 Laplace 数
值反变换获得时域中相应量的解 [19-21]。然而对于多

频噪声的分析，需要使用多个采样频率并借助数值

反变换技术才能获得满足要求的时域解答。

本研究中先应用频域边界元法分析二维多频声

场辐射问题，将时域描述的控制方程通过 Fourier 
变换转换为频域描述的控制方程（Helmholtz 方
程），再求解等间隔采样频率下的 Helmholtz 方
程， 然后采用离散傅里叶反变换（inverse discrete 
Fouriertransform，IDFT）方法获得时域解。最后以

两个不同区域的内声场问题算例，通过与参考声压进

行比较，论证了所提方法的正确性。

2 二维声学频域边界元法

在均匀理想介质 E 中，二维声学问题在空间内

传播的波动方程表示形式为

             （1）

式中： 为 Laplace 算子；

  x 为配置点空间坐标；

  为 t 时刻声场区域内点 x 处的声压；
  c 为介质中声音传播的速度。

对式（1）进行 Fourier 变换，假设时间项选取为

e-jωt，可将瞬态问题从时间域转化到频率域进行简单

稳态分析，则频域声压可以表示为

                                     （2）

式中： 为在频率域内仅与位置有关的声压值；
  j 为虚数单位，j2=-1；ω为声源简谐振动角频率。

将式（2）代入（1），消去时间项，即可得如下

Helmholtz 控制方程。

                   （3）

式中 k 为波数，且 k=ω/c。
控制方程的边界条件一般满足以下 3 类。

Dirichlet 边界条件，即声压已知：

                                         （4）

式中符号 ¯ 表示已知值。

Neumann 边界条件，即法向速度已知：

   （5）

式中：q(x)为声压在x处的法向导数；n为单位外法向，

指向背离声域；ρ为声学介质的质量密度；vn 为法向

速度。

Robin 边界条件，即阻抗边界条件已知：

                                     （6）

式中 Z 为声阻抗。

将方程（3）转化为等效积分形式，并将试函数

取为二维声学问题的基本解：

  
（7）

式中：c(x) 为自由项；

  y 为场点空间坐标；

  q(y) 为声压在 y 处的法向导数；

  Sy 为结构边界 S 的子边界；

  Gk(x, y) 和 为二维和三维声学问题的基本

解，且
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                           （8）

            （9）

式中： 、 分别为第一类零阶、一阶

Hankel 函数；

  r 为源点与场点之间的距离，且 r=|x-y|；
  x 为配置点（即计算点或源点）；

  y 为场点。

为了得到式（7）的数值解，需要根据不同的要

求与情况，将边界划分为一些小单元。本文主要采用

线性离散方法，将边界 S 划分为 Ne 个线性单元，则

边界积分方程可以离散为

。（10）

式中：u 为任一边界的节点，u=1, 2, …, Ne；

  Sv 为边界上的单元 v；
  qv 为在单元 v 上的法向导数；

  为单元 v 有关的声压。

将源点置于所有场点上可得到：

                  。            （11）

式中 Huv 和 Guv 均为影响系数矩阵，为遍及所有节点

单元上的积分总和。

也可将式（1）写为

          

                  （12）

可以将上述方程组表示为如下矩阵形式：

                                Hu=Gq。                          （13）
此时，利用边界条件，将已知量移到方程右边，

未知量移至左边可得：

                                 Ah=b。                            （14）

式中：A 为未知声压值和位置法向导数组成的 Ne×Ne

系数矩阵；

  b 为已知量组成的 Ne 阶已知向量；

  h 为由包含未知声压值和未知法向导数组成的 Ne

阶向量。

3 离散傅里叶逆变换

为实现离散傅里叶反变换运算，需将连续信号进

行截断、采样。

在频域边界元法中，首先取 N 个等间隔不同的

采样频率，分别求解线性方程组（14），得到一组

解 x(ω)，再通过离散傅里叶逆变换（IDFT）得到时

域解 x(t)。设 x(t) 是周期为 T 的离散函数，每个周期

内有 N 个等间隔频率离散点。其中 Δω=ω0=2π/T。为

实现 IDFT 运算，必须通过频率采样使频域函数为有

限离散值，此处采用 δ函数：

        （15）

式中：Δt 为时间步长，其中 Δt=T/N；

  ω0 为初始频率点。

为避免产生频率混叠现象，信号采样频率

                                    fs >2fmax。                      （16）
同时为避免频混现象，可通过选择较小的采样间

隔 T（即较高的采样频率）来减小这种误差。

                    。              （17）

为保证离散后的信号能唯一确定原连续信号，采

样一般等间隔取值，其频率采样信号为

 。  （18）

其 Fourier 变换：

  。    （19）

根据 δ函数的筛选性，化简求得其 Fourier 系数

Ck 为

                                （20）

将式（20）代入式（19），可求得：

     （21）

一个周期内 N 个采样点的复数值为

  （22）
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式中 N 为采样频率点的数量。

由 T=2π/ω0=NΔt 可得：

 （23）

傅里叶级数可以写成复指数形式，根据欧拉公式

                                     （24）

可得到：

                   （25）

4 数值算例

为验证二维频域边界元法结合离散傅里叶反变

换求解多频声辐射问题的准确性，设计了两个验证算

例，将计算结果与解析解进行对比以验证该方法的正

确性。

4.1 旋转 L 形边界区域内部声压变化

在一个旋转 L 形边界区域条件下进行内点声压

变化情况分析，其边界节点之间间距设为 0.1 cm，x、
y 分别为内部点的横坐标与纵坐标（算例中都将如此

使用），计算求解过程中一共采用了 64 个边界节点，

旋转 L 形边界区域节点分布情况如图 1 所示。

图 1 所示边界上的声压分布按照如下公式给出：

在 y=0 的边界上，

             ；

在 x=0.8 的边界上， 

             ；

在 y=0.8 的边界上， 

            ；

在 x=1.6 的边界上， 

图 1 旋转 L 形边界节点分布图

Fig. 1 Distribution diagram of rotating L-shaped 
boundary nodes

a）Q1

b）Q2

图 2 Q1、Q2 声压值随时间变化情况

Fig. 2 Variation of Q1 and Q2 sound pressure value
with time change

             ；

在 y=1.6 的边界上， 

             ；

在 x=0 的边界上，

            。

域内声压精确解为

        

计算采用在频率区间 1~4内等间隔取 7个频率点，

计算时间区间为 0.5~3.0 s，在域内选取两个观察点，

分别为 Q1(0.4, 1.2) 与 Q2(0.5, 1.2)，计算两个内部观察

点声压值随时间变化的过程，Q1、Q2 声压值随时间

变化的情况，如图 2 所示。

从图 2 中可以看到，在该方法下两个取样点上的

声压计算值与精确值吻合较好。为更准确直观地展示

计算结果和精确解的差异，于表 1~2 中列出了随机

选取的部分时间点上，对于 Q1 和 Q2 两个内部观察

点的声压以及通量计算结果与精确解数值。

从图 2 以及表 1 与表 2 中可以得出，在该分析方

法下旋转 L 形边界区域域内点的计算结果和精确解

不仅在变化趋势上基本保持一致，而且其具体计算数

值与精确解下的精确值较为吻合，误差较小，充分说
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明该方法的准确度较高。

4.2 凸形边界区域内部声压变化

在一个凸形边界区域条件下进行内点声压变化

情况的分析，其边界节点之间间距同样设为 0.1 cm，

区域声速设为 1 个标准单位，计算求解过程中一共采

用了 80 个边界节点，凸形边界区域的节点分布情况

如图 3 所示。

图 3 所示凸形边界上声压分布按如下公式给出：

在 y=0 的边界上，

   

在 x=2.4 的边界上，

   

在 y=0.8 的边界上，

   

在 x=1.6 的边界上，

    

在 y=1.6 的边界上， 

    

在 x=0.8 的边界上， 

       

在 x=0 的边界上，

    

此域内声压精确解为

       

计 算 时 间 区 域 为 0.5~4.0 s， 取 两 个 域 内 点 
Q3(1.5,0.4)、Q4(1.6, 0.4) 作为该边界条件下的观察点，

在频率区间 1~4 内等间隔取 7 个频率点计算。分析  
Q3 及 Q4 声压值随时间变化的过程，比较结果如图 4 
所示。表 3 中列出 Q3 和 Q4 的部分计算结果与精确

解的对比。

由图 4 和表 3 可知，在凸形边界条件下选取的两

个域内取样点上声压计算值与精确值吻合情况也是

较为理想的。

比较旋转 L 形与凸形算例的结果，发现在不同

边界条件下其域内点的计算结果都能够和精确解基

本保持一致，而且在合理的采样区间内能达到较高的

计算精度，这充分说明了所提方法的可行性以及其具

有较高的时域解计算准确度。

图 3 凸形边界节点分布图

Fig. 3 Distribution diagram of convex boundary nodes

表 1 内部取样点 Q1 和 Q2 上声压计算值与精确值

Table 1 Calculated and exact values of sound pressure at 
internal sampling points Q1 and Q2

时间 /s

0.65
1.10
1.35
1.70
2.15

计算值
-0.031 624
-0.001 735
-0.011 019
-0.000 067
-0.001 203

精确值
-0.030 739
-0.001 773
-0.012 608
-0.000 599
-0.001 176

计算值
-0.035 267
-0.001 825
-0.009 157
-0.000 295
-0.001 341

精确值
-0.038 199
-0.002 003
-0.010 490
-0.001 307
-0.001 454

Q1 声压 Q2 声压

表 2 内部取样点 Q1 和 Q2 上通量计算值与精确值

Table 2 Calculated and exact values of flux at internal 
sampling points Q1 and Q2

时间 t/s

0.65
1.10
1.35
1.70
2.15

计算值
-0.037 571
-0.000 957
-0.018 490
-0.001 810
-0.001 430

精确值
-0.044 338
-0.001 494
-0.016 480
-0.001 982
-0.001 656

计算值
-0.035 275
-0.000 850
-0.018 747
-0.001 744
-0.001 342

精确值
-0.041 574
-0.001 334
-0.018 577
-0.001 981
-0.001 579

Q1 通量 Q2 通量

a）Q3
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5 结语

针对含有复杂频率成分声源的辐射问题，采用离

散傅里叶反变换和频域边界元法相结合，研究了一种

二维多频声辐射问题的频域边界元分析方法。采用傅

里叶变换将时域描述的波动方程转化为 Helmholtz 方

程，并选取多个等间隔频率点作为采样频率，应用边

界单元法求解各特征的 Helmholtz 方程，获得不同位

置在各采样频率下的声压，采用离散傅里叶反变换将

频域声压幅值和相位转化成时域声压。两个数值算例

分析下的域内声压计算值和精确解吻合较好，误差较

小，证明该方法具有可行性，并具有较高的时域解计

算准确度。
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