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摘　要：针对具有高维数据特征的多属性群决策问题，定义了 3 阶模糊张量，建立了基于 3 阶模糊张量

的广义加权几何算子，探索了该类算子的性质，提出了一种解决多属性群决策问题的新方法，并通过算例验

证了该方法的有效性。
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Abstract：In view of the flaw of the multiple attribute decision making with high-dimension data characteristics, 
the third-order fuzzy tensor has thus been defined, with the generalized weighted geometric (GWG) operator based 
on third-order fuzzy tensor subsequently established. By exploring the properties of GWG operator, a novel method is 
proposed to solve the multiple attribute decision making problems, with examples provided to verify the efficiency of 
the proposed method.
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0 引言

多属性群决策作为现代决策科学的重要分支，一

直是决策理论的研究热点 [1]。信息集成技术是目前处

理多属性决策问题的主要技术手段之一，也是决策理

论与实践中的关键问题。因此，国内外许多专家学者

针对决策信息集成的问题进行了较深入的研究，获得

了一系列的研究成果。T. L. Saaty[2] 于 1980 年首次提
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出并研究了加权几何算子。Xu Z. S. 等 [1,3-5] 先后定义

并研究了直觉模糊混合几何算子、最大和最小有序加

权几何算子、直觉模糊有序加权几何算子等多属性决

策方法。Chen S. M. 等 [6] 构建了基于直觉模糊数和直

觉模糊几何平均算子变换技术的多属性模糊决策方

法。此外，针对实际决策环境的不同，专家们也提出

了一些新颖的多属性决策方法和技术 [7-9]。然而，以

上研究工作的决策数据处理技术，均建立在矩阵分析

理论的基础上。由于实际模糊多属性群决策中决策信

息的模糊性和复杂性、决策数据规模的高维性，上述

方法难以高效地处理此类问题。自 Qi L. Q. [10] 与 Lim 
L. H. [11] 分别独立提出了张量特征值和张量特征向量

的概念，进而吸引了许多专家从事张量理论及应用的

研究。张量作为矩阵的推广具有高阶多维的特征，能

将高维数据表示成非常简洁的形式；通俗来讲向量是

一阶张量、矩阵是二阶张量，并且高阶张量能有效且

简洁地解决具有高维数据特征的各类实际应用问题，

如量子计算、图像降噪、晶体聚类等。

为了解决上述具有高维数据特征的多属性群决

策问题，本文在已有研究成果的基础 [12-14] 上，定义

了 3 阶模糊张量的一般形式，建立了基于 3 阶模糊张

量的广义加权几何算子，探索了该算子的相关性质，

进而提出了以广义加权几何算子为核心的决策方法，

并通过数值算例验证了所提方法的有效性。

1 预备知识

本节将简要介绍 3 阶模糊张量的一般形式、运算

法则以及相关性质，并规定文中将要涉及的符号。

F 表示论域 U 上的模糊集合，F n 表示 n 维模糊

向量，[n]={1, 2, …, n} ，TF(3, n1×n2×n3) 表示 3 阶

模糊张量集合。

定义 1[12] 设 ，其中 ，

且 i1∈[n1]，i2∈[n2]，i3∈[n3]，则 是 3 阶模糊张量。

定义 2[12] 设 和

分别为 3 阶模糊张量，规定如下运算法则：

1）相等。 当且仅当 ，其中
i1∈[n1]，i2∈[n2]，i3∈[n3]。

2）包含。 当且仅当 ，其中
i1∈[n1]，i2∈[n2]，i3∈[n3]。 

3）并。 。

4）交。 。

5）余。 。

定义 3[2] 令 ，如果

，其中 ω=(ω1, ω2,…, ωn) 是 aj( j∈

[n]) 的指数加权向量，且 ωj∈[0, 1]， ；则

函数 WG 为加权几何算子。

定义 4 令 ，若函数

，且 GWG 的第 i1 个分量表达式为

 ，（1）

其中 ， ，

分别是 ， 的指数加权向量，

且 ， ， ，则函数

GWG 为广义加权几何算子。

2 基于三阶模糊张量的广义加权几

本节将利用数学归纳法证明定义 4 中表达式的正

确性，并给出定理 1。此外，探索广义加权几何算子

的基本性质，为后续算法设计提供理论基础。

定 理 1 设

为 3 阶 模 糊 张 量， 且 ，

分 别 是 ，

的指数加权向量，其中 ， 

， ，则广义加权几何算子 GWG

第 i1 个分量的集成值为

 ，（2）

证明 对 n2, n3 用数学归纳法证明等式（2）。

1）当 n2=n3=1，则 。

2）假设 n2=K2，n3=K3，等式（2）成立，即

    。

3）当 n2, n3 中至少有一个元素加 1，则考虑如下

3 种情况：

ⅰ）若 n2=K2+1，则有

    

何算子
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ⅱ）若 n3=K3+1，则有

    

ⅲ）若 n2=K2+1，n3=K3+1，则有

    

综上所述，对任意的 n2, n3，等式（2）成立。

性质 1 定理 1 的集成值是 n1 维的模糊向量。

证明 根据定理 1，有

，其中

i1∈[n1]，且 ，即有

，则

     

因此，定理 1 的计算值为 n1 维的模糊向量。

性 质 2 设

是 3 阶 模 糊 张 量， 且 ，

分 别 是 ，

的指数加权向量，其中 ， 

， ，则广义加权几何算子（GWG）

有如下性质：

1）幂等性。若 ，i1 ∈ [n1]，i2 ∈ [n2]，i3∈[n3]

则有

 。

2）有界性。设 ， ，且

， ，则对任意的 X2，
X3，有

 

3）单调性。设 ，

若对任意 i1, i2, i3，满足 ，则有

        
。

证明 1）设 ，i1∈[n1]，i2∈[n2]，i3∈[n3]，
根据定理 1 则有广义加权几何算子第 i1 个分量

    

且 i1∈[n1]，则有

 。

2） 对 任 意 的 i1, i2, i3， ，

，有 。

由定理 1 可知，广义加权几何算子第 i1 个分量

有关系式

  ， 

所 以 有 ， 且

i1∈[n1]，则有

。 

3）因为对任意的 i1, i2, i3，满足 。由

定理 1 可知，广义加权几何算子第 i1 个分量的关系式

为 ，且 i1∈[n1]，

则有
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3 算法

本节将利用基于 3 阶模糊张量的广义加权几何算

子设计算法，为解决多属性决策问题提供一种新的方

法，该算法具体如下：

步骤 1 将决策数据的模糊矩阵表示法转换为 3

阶模糊张量 的表示；

步骤 2 根据定理 1 的结论，利用广义加权几何

算子（GWG），将模糊张量 表示的决策数据  

（i1∈[n1]，i2∈[n2]，i3∈[n3]）进行数据集成，从而获

得与备选方案对应的模糊数值；

步骤 3 根据步骤 2 的计算结果，进行模糊数排

序，进而得到最优的排序方案。

4 数值算例

本节采用文献 [15] 中的例题作为算例来说明本

文所提方法的可行性。

5 个备选方案 (i1=1, 2, 3, 4, 5) 由 3 个决策者

(i2=1, 2, 3)，基于 8 个不同的属性 (i3=1, 2, …, 8) 进

行评价，其中决策者权重向量为 X2=(0.2, 0.5, 0.3)T，属

性的权重向量为 X3=(0.10, 0.08, 0.12, 0.13, 0.17, 0.15, 
0.11, 0.14)T。

表 1~3 为决策者 (i2=1, 2, 3) 的标准决策矩阵

Rl(l=1, 2, 3)（来自文献 [15] 中表 8~10）。

利用本文的算法求解该问题，具体步骤如下。

步骤 1 利用 3阶模糊张量 表示表 1~3的数据，

即 ，其中 (i1=1, 2, 3, 

4, 5) 表示 5 个备选方案， (i2=1, 2, 3) 表示 3 个决

策者， (i3=1, 2, …, 8) 表示 8 个属性。

数据转换如下：

a111=0.575 0, a112=0.116 6, a113=0.916 7, a114=1.000 0,
a115=0.255 0, a116=0.970 5, a117=0.033 3, a118=0.487 5;
a121=0.325 0, a122=0.283 1, a123=0.750 2, a124=1.000 0,
a125=0.155 0, a126=0.970 5, a127=0.199 8, a128=0.112 5;
a131=0.825 0, a132=0.283 1, a133=0.816 7, a134=1.000 0,
a135=0.405 0, a136=0.911 5, a137=0.033 3, a138=0.112 5;
a211=0.937 5, a212=0.391 7, a213=0.033 7, a214=0.021 5,
a215=0.050 0, a216=0.000 0, a217=0.900 0, a218=0.175 0;
a221=0.937 5, a222=0.475 2, a223=0.200 2, a224=0.021 5,
a225=0.300 0, a226=0.000 0, a227=0.650 0, a228=0.425 0;
a231=0.812 5, a232=0.141 7, a233=0.033 7, a234=0.064 5,
a235=0.050 0, a236=0.000 0, a237=0.800 0, a238=0.425 0;
a311=0.387 5, a312=0.591 7, a313=0.212 5, a314=0.111 8,
a315=0.870 0, a316=0.522 5, a317=0.950 0, a318=0.300 0;
a321=0.137 5, a322=0.841 7, a323=0.087 5, a324=0.134 8,
a325=0.970 0, a326=0.451 0, a327=0.700 0, a328=0.550 0;
a331=0.262 5, a332=0.675 3, a333=0.187 5, a334=0.040 3,
a335=0.970 0, a336=0.595 9, a337=0.950 0, a338=0.300 0;
a411=0.033 3, a412=0.799 9, a413=0.804 2, a414=0.836 3,
a415=1.000 0, a416=0.776 3, a417=0.687 5, a418=0.725 0;
a421=0.199 8, a422=0.633 5, a423=0.762 7, a424=0.840 3,
a425=1.000 0, a426=0.669 4, a427=0.812 5, a428=0.600 0;
a431=0.033 3, a432=0.466 5, a433=0.929 2, a434=0.793 3,
a435=1.000 0, a436=0.871 9, a437=0.512 5, a438=0.725 0;
a511=0.354 2, a512=0.250 0, a513=0.625 0, a514=0.440 2,
a515=0.576 7, a516=0.971 4, a517=0.212 5, a518=1.000 0;
a521=0.562 7, a522=0.250 0, a523=0.875 0, a524=0.496 2,

表 1 决策者 D1 的标准决策矩阵 R1

Table 1 Standardized decision matrix R1 for decision maker D1

S1

S2

S3

S4

S5

S6

S7

S8

B1

0.575 0
0.116 6
0.916 7
1.000 0
0.255 0
0.970 5
0.033 3
0.487 5

B2

0.937 5
0.391 7
0.033 7
0.021 5
0.050 0
0.000 0
0.900 0
0.175 0

B3

0.387 5
0.591 7
0.212 5
0.111 8
0.870 0
0.522 5
0.950 0
0.300 0

B4

0.033 3
0.799 9
0.804 2
0.836 3
1.000 0
0.776 3
0.687 5
0.725 0

B5

0.354 2
0.250 0
0.625 0
0.440 2
0.576 7
0.971 4
0.212 5
1.000 0

表 2 决策者 D2 的标准决策矩阵 R2

Table 2 Standardized decision matrix R2 for decision maker D2

S1

S2

S3

S4

S5

S6

S7

S8

B1

0.325 0
0.283 1
0.750 2
1.000 0
0.155 0
0.970 5
0.199 8
0.112 5

B2

0.937 5
0.475 2
0.200 2
0.021 5
0.300 0
0.000 0
0.650 0
0.425 0

B3

0.137 5
0.841 7
0.087 5
0.134 8
0.970 0
0.451 0
0.700 0
0.550 0

B4

0.199 8
0.633 5
0.762 7
0.840 3
1.000 0
0.669 4
0.812 5
0.600 0

B5

0.562 7
0.250 0
0.875 0
0.496 2
0.710 2
0.828 4
0.087 5
1.000 0

表 3 决策者 D3 的标准决策矩阵 R3

Table 3 Standardized decision matrix R3 for decision maker D3

S1

S2

S3

S4

S5

S6

S7

S8

B1

0.825 0
0.283 1
0.816 7
1.000 0
0.405 0
0.911 5
0.033 3
0.112 5

B2

0.812 5
0.141 7
0.033 7
0.064 5
0.050 0
0.000 0
0.800 0
0.425 0

B3

0.262 5
0.675 3
0.187 5
0.040 3
0.970 0
0.595 9
0.950 0
0.300 0

B4

0.033 3
0.466 5
0.929 2
0.793 3
1.000 0
0.871 9
0.512 5
0.725 0

B5

0.479 2
0.750 0
0.775 0
0.440 2
0.876 7
0.971 4
0.187 5
1.000 0
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a525=0.710 2, a526=0.828 4, a527=0.087 5, a528=1.000 0;
a531=0.479 2, a532=0.750 0, a533=0.775 0, a534=0.440 2,
a535=0.876 7, a536=0.971 4, a537=0.187 5, a538=1.000 0。

步骤 2 由定理 1 可知

，其中 ，i1∈[5]，则有

 。

步骤 3 根据步骤 2 的计算结果，可以得到备选

方案的排序为 。

因此，本算例的最佳备选方案是 b4。

5 结语

3 阶模糊张量作为高阶模糊张量的基础表示形

式，是研究高阶模糊张量性质和特征的基础。本文

着重研究了 3 阶模糊张量的一般形式，建立了基于 3
阶模糊张量的广义加权几何算子，探索了广义加权几

何算子的相关性质，提出了基于 3 阶模糊张量的多属

性决策方法，并通过数值算例验证了本文所提方法的

可行性。

数值算例的研究结果表明：

1）本文所提方法的计算结果同文献 [15] 的最佳

备选方案结果一致，说明本文所提方法能够解决多属

性群决策问题。

2）与文献 [15] 相比，本文所提方法的模型建立

和计算过程更为简洁。

3）文献 [12] 和 [14] 没有涉及基于模糊张量的广

义加权几何算子的研究，而本文所提方法恰好是文献

[12] 和 [14] 的补充。
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