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特殊图类的生成树数目
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摘　要：基于 Kirchhoff 矩阵树定理，研究一些特殊图类的生成树数目问题，结合平面图的对偶图对应

的 Kirchhoff 矩阵，得到有关递推关系方程，进而得到其生成树数目的通项公式。
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Total Number of Spanning Trees of Special Graphs

XIE Chenqian，CHEN Pingge
（College of Science，Hunan University of Technology，Zhuzhou Hunan 412007，China）

Abstract：Based on Kirchhoff matrix tree theorem, a research has been conducted on the number of spanning 
trees of some special graphs. With the Kirchhoff matrix corresponding to the dual graph of planar graph combined 
together, the recursive relation equation can be worked out, thus obtaining the general formula of the number of 
spanning trees as well.
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0 引言

在实际应用当中，只要是描述两个事物之间的关

系，均能够将其抽象概括为图论中的模型。有关图的

生成树数目问题，涉及多个领域且极具实践应用价

值，从而是图论研究中十分活跃的课题之一。例如，

在网络系统的应用中，图（网络）生成树的数目是评

估图可靠性的一个重要指标。对于一个通信网络而

言，其可靠性主要由生成树的个数决定。因此，在

网络可靠性的研究中，人们十分关心一个图（网络）

生成树的数目问题。研究图生成树的计数对网络的可

靠性研究有着十分重要的现实价值。

计算一个图的生成树数目不是件容易的事情。文

献 [1] 利用 Feussner 公式计算了一些特殊图类的生成

树数目。文献 [2] 通过 Cayley 公式求出了 3 类特殊

平面图的生成树数目，并且给出了它们的递推关系

式及通项表达式。文献 [3] 通过引入收缩团，探讨了

完全图的生成树数目问题，并利用归纳法得到了比

Cayley 公式更一般的公式。文献 [4] 给出了上述公式

的概率求法。文献 [5] 将图的生成树数目问题归结为

其块图的生成树数目问题，从而提供了一种较简便的

计算图生成树数目的方法。文献 [6-9] 利用平面图的
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对偶图的 Kirchhoff 矩阵，求出了一些特殊图类的生

成树数目。

1 预备知识

定义 1 包含图 G 所有顶点的子图称为图 G 的

生成子图，若图 G 的一个生成子图 T 恰为一棵树，

则称 T 是图 G 的一棵生成树。图 G 的生成树数目用

τ(G) 表示 [10]。

定义 2 设图 G 是一个平面图的平面嵌入，则 G
的对偶图 G* 定义为：对于平面图 G 的每个面 f 都有

G* 的顶点 f * 与之对应，对于 G 的每条边 e 都有 G*

的边 e* 与之对应，且 G* 中顶点 f *
1 与 f *

2 被 e* 连接，

当且仅当 G 中的面 f1 与 f2 被边 e 所分隔 [10]。

定理 1（矩阵树定理） 图 G 的生成树数目等

于其 Kirchhoff 矩阵 K(G) 的任何一个 (n-1) 级主子式

的 值， 即 τ(G)=detKr(G)。 其 中：K(G)=D(G)-A(G)，
D(G) 为 度 矩 阵，A(G) 为 G 的 邻 接 矩 阵；Kr(G) 为

K(G) 的任何一个 (n-1) 级主子阵 [11]。

定理 2  设平面图 G 的平面对偶图为 G*，则 
τ(G)=τ(G*)[11]。

2 主要结果与证明

定义 3 设 P=u0u1u2…un 和 Q=v0v1v2…vn (n ≥ 1)
是两条长度为 n 且顶点互不相交的路，则称并图

为梯形图，记为 Ln。将 3

个两两互不相交的梯形图分别与三角形的每条边的

两端点相接，得到的图称为 Y 形图，如图 1 所示，

记为 Yn。

 

定义4 设 P=u0u1u2…unv 和 Q=v0v1v2…vnv （n ≥ 1）

是两条终点相同，但起点以及内部顶点不交的路，

则称并图 为箭形图，记为

Sn。将 4 个两两互不相交的箭形图分别与四边形每条

边的两端点相接，得到的图称为十字形图，如图 2 所

示，记为 Tn。

 

定理 3 对 n ≥ 1，有

                     ，

其中 。

证明 根据图 Yn 的特征可知，其对偶图 Y*
n 是

有 3n+2 个 顶 点 的 平 面 图， 且 Y*
n 的 Kirchhoff 矩 阵

为 3n+2 阶矩阵。对 Y*
n 的顶点进行适当标号，

使其对应的 Kirchhoff 矩阵 为

 

由 定 理 1 知， 图 Y*
n 的 生 成 树 数 目 等 于

的 3n+1 阶顺序主子式，即  

图 1  Y 形图

Fig. 1 Y-shaped graph

图 2 十字形图

Fig. 2 Cross graph
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其中 yn = 4yn-1 - yn-2，且 y1 = 4，y2 = 15。

递推关系式 yn - 4yn-1 + yn-2 = 0 的特征多项式及其

因子分解为

             

因此

                。

将 y1 = 4，y2 = 15 代入 yn 得

               

解得

                 ， ，

因此

。

再由定理 2 得

              。

定理 4 对 n ≥ 1，有

                ，

其中 。

证明 根据图 Tn 的特征可知，其对偶图 T*
n 是

有 4n+6 个 顶 点 的 平 面 图， 且 T*
n 的 Kirchhoff 矩 阵

为 4n+6 阶矩阵。对 T*
n 的顶点进行适当标号，

使其对应的 Kirchhoff 矩阵 为

    

由 定 理 1 知， 图 T*
n 的 生 成 树 数 目 τ 等 于

的 4n+5 阶顺序主子式，即 

其中 ，且 t1 = 3，t2 = 11。 

递推关系式 的特征多项式及其

因子分解为

          ，
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因此 。

将 t1 = 3，t2 = 11 代入 tn 得

            

解得 ， ，故

        。

再由定理 2 得

              。

3 结语

从理论上说，可以利用 Kirchhoff 矩阵树定理来

确定任何图的生成树数目，但是对于一个高阶的一般

图，计算其 Kirchhoff 矩阵的主子式相当困难。利用

Kirchhoff 矩阵树定理，结合平面图的对偶图对应的

Kirchhoff 矩阵，本文的定理 3 和定理 4，给出了两类

具有一定对称性的平面图 Yn 和 Tn 的生成树数目的通

项公式，从而大大简化了对生成树数目的计算。
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